Prefazione

In questo Quaderno sono raccolte le lezioni tenute nell’anno accademico 2004-
05 da Anna Fino e Sergio Console nel corso di Gruppi di Lie per il Dottora-
to di Ricerca in Matematica all’Universita di Torino. Le dispense sono state
rielaborate e integrate da Luca Degiovanni.

La prima parte del corso era dedicata ai gruppi e le algebre di Lie. E dunque
un prerequisito alla lettura di queste note la conoscenza delle nozioni di base
su gruppi e algebre di Lie. Per fissare la notazione, vengono richiamate alcune
nozioni sulle varieta differenziabili (Appendice)

Le note costituiscono un’introduzione alle varieta simplettiche. Vengono in-
trodotte preliminarmente le azioni du un gruppo di Lie su una varieta (Capitolo
1) e le prime nozioni di geometria simplettica (Capitolo 2). Nel capitolo 3 viene
esaminato il caso di azioni simplettiche e hamiltoniane.

Sergio Console
Luca Degiovanni
Anna Fino

Torino, aprile 2006






Indice

1 Aczioni di gruppi di Lie
1.1 Definizioni . . . . . . . . . ...
1.2 Varieta quoziente . . . . . . .. ... L Lo
1.3 Rappresentazione aggiunta e coaggiunta . . . . . ... ... ...

1.4 Derivata di un’azione . . . . . . . . . . ... o

2 Geometria simplettica
2.1 Spazi vettoriali simplettici

2.2 Varieta simplettiche . . . . . ... ... ... L.
2.3 Varieta di Poisson e campi hamiltoniani

3 Azioni simplettiche

3.1 Mappamomento . . . . . . ... ... e
3.2 Orbite coaggiunte e varieta di bandiera

A Richiami di geometria differenziale

Bibliografia

iii

37
37
43

47

51






Capitolo 1
Azioni di gruppi di Lie

1.1 Definizioni

Definizione 1 Sia G un gruppo di Lie e M una varieta differenziabile. Un’ap-
plicazione C*
c:GxM—M

¢ un’azione C™ (a sinistra) se, posto o(g,x) = g-x = o4(x) vale

g1-(g2-2) =(g192) -z, lg-z==z,

dove 1g €& l’elemento neutro di G.
Cioe, in altre parole, se la funzione

g = 04
e un morfismo di grupps.

Osservazione 1 E anche possibile definire ’azione a destra di un gruppo, cioé
un’applicazione M x G — M che soddisfi (x - g2) - 1 = = - (g2g1). In altri
termini per le azioni a destra vale o40y, = ong anziché oo = o4, come per
le aztoni a simistra. Le proprieta delle azioni a destra sono analoghe a quelle
delle azioni a sinistra, con le debite modifiche. Ad ogni azione a destra pg
corrisponde un’azione a sinistra definita da o4 = pg—1, e viceversa. Nel caso di
gruppi abeliani ong = ogn € quindi non vi e distinzione tra azioni a destra e a
sinistra. Nel sequito verranno utilizzate solo azioni a sinistra e si sottointendera
il fatto che siano C™.

Esempio 1 La moltiplicazione a sinistra (o traslazione sinistra)

L:GxG — G
(g,h) +— gh=Lgy(h)

1



2 S. Console, L. Degiovanni, A. Fino — Geometria simplettica

¢ un’azione (a sinistra) del gruppo di Lie G su se stesso.
Infatti per definizione di gruppo di Lie essa ¢ C*°, e inoltre soddisfa

L91 (Lg2 (h)) = g192h = L9192 (h) Ligh=1gh=h.
Esempio 2 La moltiplicazione a destra (o traslazione destra)
R:GxG — G
(h,g) = hg=Ry(h)

non &, in generale, un’azione a sinistra del gruppo di Lie G su se stesso, ma
un’azione a destra.

Infatti vale Ry, (Rg,(h)) = hgagi = Rg,q, ().
Esempio 3 L’automorfismo interno o coniugio
I:GxG — G
(9.h) +— ghg™" =1I,(h)
é un’azione (a sinistra) del gruppo G su se stesso, infatti
Ig, (g, (h)) = 9192 hgglgfl =1Igg,(h), TLig(h)=h.
L’applicazione fg(h) =1I,-1(h) = g 'hg definisce, invece, un’azione a destra.

Esempio 4 Sia X un campo vettoriale completo su M, allora il suo flusso ¢;
puo essere interpretato come azione del gruppo additivo R, infatti le proprieta
del flusso sono

¢o = idys D10 ds = Prys.

La richiesta di completezza del campo garantisce che il flusso sia definito Vt € R.

Viceversa ad ogni azione o : Rx M — M é possibile associare il campo vettoriale
definito da

X(f)

:aOfOUt

il quale € completo in quanto, per costruzione, il suo flusso & oy.

Esempio 5 Si consideri il gruppo abeliano dei numeri complessi di modulo uno.
Esso ¢ identificabile con la circonferenza S* = {e*™ : € R}. La mappa

StxC — C

(ei97z) — eiez

definisce un’azione corrispondente alle rotazioni nel piano bidimensionale che si
ottengono ponendo z = x + iy:

S'xR* — R?
(eie x ) e cosf —sinf x
"\ y sinf  cosf Y

Universita di Torino



Capitolo 1 — Azioni di gruppi di Lie 3

All’azione di un gruppo su di una varieta M & associata in maniera naturale
una partizione di M in classi di equivalenza chiamate orbite dell’azione.

Definizione 2 Data l’azione di un gruppo di Lie G su di una varieta M [’orbita
di un punto x € M é linsieme

O0,=G-x={g-x:9€G}.
1l sottogruppo di isotropia associato al punto x € M ¢ [’insieme
Gy={heG:h-z=ux}.

Proposizione 1 Data un’azione o di un gruppo di Lie G su di una varieta M,
la relazione x ~y <= Jge€ G:y=g-x é una relazione di equivalenza e
inoltre il sottogruppo di isotropia G, € un sottogruppo chiuso di G e quindi un
sottogruppo di Lie.

Dimostrazione: Il fatto che ~ sia una relazione di equivalenza segue diretta-
mente dalle proprieta di gruppo e dalla definizione di azione. Infatti: x ~ =
scegliendo g = 1g, z ~y =y ~x perché se y = g-z allorax =g ' -y e
infine la proprieta transitiva segue dal fatto che se y = g2 - x € 2 = g1 - y allora
z=(g192) - @.

La proprieta per cui G, € un sottogruppo segue dal fatto che se h; -z =z e
ho - = x allora (hihe) - = x.

Infine siccome o € una funzione continua l'insieme

G, x{z} =07 z)N (G x {z})

¢ chiuso in G X M e quindi G, & chiuso. a

Definizione 3 Un’azione o di un gruppo di Lie G su di una varieta M si dice:

e transitiva se esiste un’unica orbita, in questo caso la varieta M si dice
omogenea;

o effettiva o fedele se 0y =idyy = g = 1¢;

e libera se o4 ha un punto fisso solo se g = 1g.

Osservazione 2 Un’azione ¢ effettiva se non esistono elementi del gruppo che
“non fanno nulla”, cioe che lasciano invariati tutti i punti della varieta. In altri
termini un’azione o é effettiva se il nucleo dell’applicazione g — o4 coincide con
1 cioé se essa é iniettiva, da questo fatto seque la denominazione di fedele. Le
azioni libere sono tutte effettive ma esistono azioni effettive che non sono libere,
ad esempio lazione di S* su R? per rotazioni trattata nell’Esempio 5; ogni
rotazione ha infatti ’origine come punto fisso ma solo l’identita ammette altri
punti fissi.

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



4 S. Console, L. Degiovanni, A. Fino — Geometria simplettica

Osservazione 3 Se g — o0, ¢ un azione non effettiva con nucleo K allora
lazione indotta del gruppo quoziente G/K ¢é effettiva.

Osservazione 4 [ concetti di azione effettiva e libera possono essere riformulati
utilizzando i sottogruppi di isotropia: un’azione é effettiva se e solo se l'unico
sottogruppo comune a tutti i gruppi di isotropia € dato dalla sola identita, e
inwvece libera se e solo se tutti i sottogruppi di isotropia contengono solo l’identita.
Anche da questa riformulazione emerge che le azioni libere sono un sottoinsieme
proprio delle azioni effettive.

Esempio 6 L’azione di un gruppo di Lie G su se stesso per moltiplicazione a
sinistra & libera e transitiva. E libera perché se h é un punto fisso per Ly allora
Ly(h) = gh =h e quindi g = 1¢. E invece transitiva perché per ogni elemento
g di G si ha lg ~ g in quanto g = Ly(1q).

Esempio 7 L’azione di un gruppo di Lie G su se stesso data dal coniugio I
non é né libera né transitiva, infatti l’elemento neutro é un punto fisso per ogni
I, e costituisce un’orbita dell’azione.

Esempio 8 Si consideri l’azione di S* C C su
S% = {(21,20) €C%: |z1|* + |22 = 1}
definita da

Slx s — g3

(ew,(zl,zQ)) s (ewzl,ew

Zl)

Questa azione e libera perché siccome z1 e zo mon sono mai contemporaneamente
nulli (€?%21,e21) = (21, 22) solo se @ = 0. Essa pero non ¢ transitiva perché i
punti (1,0) e (0,1) appartengono a orbite diverse.

La relazione di equivalenza definita dall’azione é tale che

(21722) = (p€wl7zew2) ~ (pei(91_92)az) = (J:,y,z)

e Uappartenenza ad S® implica x? + y?> + 22 = 1. La funzione che associa ad
un punto di S® lorbita che lo contiene ¢ dunque una funzione S — S? detta
fibrazione di Hopf.

Esempio 9 Sia H un sottogruppo di G e consideriamo [’azione di H su G me-
diante moltiplicazione a sinistra (rispettivamente, a destra). Queste azioni sono
libere e le orbite sono gli insiemi dei laterali destri Hg, g € G (rispettivamente
i laterali sinistri gH, g € G). Le orbite sono denotate usualmente con H\G
(rispettivamente G/H ). Mostreremo nel prossimo paragrafo che se H é un sot-
togruppo chiuso, allora H\G e G/H sono delle varieta regolari dette varieta
omogenee.

Universita di Torino



Capitolo 1 — Azioni di gruppi di Lie 5

1.2 Varieta quoziente

Siccome ’azione di un gruppo di Lie G su una varieta M definisce una partizione
in classi di equivalenza di M data dalle orbite, ¢ possibile definire 'insieme
quoziente M /G come I'insieme delle classi di equivalenza. Se inoltre G agisce su
una seconda varieta N e possibile richiedere la compatibilita di una mappa da
M in N con le due azioni in modo da poter costruire una mappa tra gli spazi
quozienti M/G e N/G. La condizione di compatibilita ¢ data dal concetto di
equivarianza.

Definizione 4 Date due azioni a sinistra o :GX M — M eT7:GX N — N
di uno stesso gruppo su due varieta, un’applicazione ¢ : M — N ¢ detta
equivariante se

poog=T1o¢d ciotse ¢(g-x)=g-od(x)
per ogni g € G ex € M.

Proposizione 2 Se G agisce sulle due varieta M e N data una mappa equiva-
riante ¢ : M — N e ben definita la mappa

v:M/G — N/G
O = Op)

Dimostrazione: Dalla definizione di equivarianza segue che se y = ¢ - x allora
o(y) = g - #(x) e quindi la mappa ¢ & ben definita. O

Lo spazio quoziente M /G & uno spazio topologico con la topologia quoziente
(cioe considerando aperti gli insiemi con controimmagine aperta rispetto alla
proiezione naturale z +— O). E molto naturale chiedersi quando M /G sia
anche una varieta differenziabile. La condizione cruciale & quella che garantisce
che la topologia quoziente sia di Hausdorff. Il seguente risultato topologico
garantisce questa proprieta:

Proposizione 3 Siao : GxM — M un’azione (almeno continua) di un gruppo
di Lie su uno spazio topologico, si indichi con ~ la relazione di equivalenza
associata, con M/G lo spazio topologico quoziente e con m : M — M/G la
proiezione naturale. Lo spazio M/G ¢ di Hausdorff se e solo se il grafico della
relazione di equivalenza

F={(z,y) e M xM :z ~y}

e un sottoinsieme chiuso di M x M.
Dimostrazione: L’insieme I' & chiuso se e solo se per ogni coppia (z,y) ¢ T’
(che equivale a 7(z) # m(y)) esistono due intorni aperti, U, contenente x e U,

contenente y, tali che U, x U, NT' = 0 (che equivale a w(U,) N7 (U,) = 0).

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica
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Se M/G ¢ di Hausdorff per ogni coppia (z,y) ¢ I' esistono in M/G due
aperti V, V,, distinti e tali che n(z) € V,, m(y) € V,. Siccome 7 & continua
71 (V) x 771(V,) & un aperto che contiene (x,y) e non interseca T', che risulta
quindi chiuso.

Se, invece, I' & chiuso presi due punti distinti 7(x), 7(y) € M/G esistono U,
e Uy tali che n(U,) N7w(Uy) = (. Siccome 7 & aperta m(U,) e m(U,) sono aperti
e quindi M/G & di Hausdorff.

Rimane da dimostrare che 7 ¢ continua e aperta. La continuita segue im-
mediatamente dalla definizione di topologia quoziente, per far vedere che & an-
che aperta occorre provare che se U C M & aperto allora 7(U) & aperto, cioe
che 771(n(U)) = U, 04(U) ¢ aperto. Ma questo segue dall’ipotesi che o4 sia
(almeno) un omeomorfismo e dal fatto che 'unione di aperti & un aperto. O

Teorema 4 Sia o : G x M — M un’azione di un gruppo di Lie su una varieta
differenziabile, si indichi con ~ la relazione di equivalenza associata, con M /G
lo spazio topologico quoziente e con m : M — M/G la proiezione naturale. Lo
spazio M /G ha una struttura di varieta differenziabile (di Hausdorff) tale che
la proiezione naturale m : M — M/G sia una submersione di classe C* se e
solo se il grafico della relazione di equivalenza

F={(z,y) e M XM :z ~y}

¢ una sottovarieta chiusa di M x M.
Inoltre, Uapplicazione ¢ : M/G — N é di classe C* se e solo se Uapplicazione
pom: M — N ¢ di classe C.

Dimostrazione: Si veda ad esempio [1], pagine 262-264. |

Corollario 5 Se H ¢ un sottogruppo chiuso del gruppo di Lie G allora il quozien-
te rispetto all’azione per moltiplicazione a sinistra, cioé l'insieme dei laterali
destri H\G = {Hg : g € G} ammette un’unica struttura di varieta tale che
m: G — H\G sia una submersione. Analoga proprieta vale per linsieme dei
laterali sinistri G/H. Tali varieta sono chiamate varietd omogenee.

Dimostrazione: Il grafico I' della relazione di equivalenza ¢ 'insieme
I' = {(g1,92) €GxG:3heH:gy=hg}
= {(g1,92) € G x G :g0g; " € H}.
Si consideri ’applicazione
p:GxG — G
(91,92) — gog;!

essa e di classe C* perché lo sono moltiplicazione e inversione in un gruppo di
Lie, inoltre & una submersione infatti per ogni vettore X, € T,G:

d
Xo=9 Op(lc,g(t))

Universita di Torino



Capitolo 1 — Azioni di gruppi di Lie 7

con g(0) =g e g(0) = X,.
Siccome I' = p~1(H) per il teorema delle submersioni I' & una sottovarieta
chiusa di G x G. O

Osservazione 5 Se H ¢ un sottogruppo normale, i due spazi quoziente G/H e
H\G sono uguali e hanno la struttura di gruppo di Lie.

Esempio 10 Si consideri l'azione di R su se stesso definita da oy(x) = xe'.

Le orbite di questa azione sono RT, R~ e {0}. Siccome l'unico aperto della
topologia quoziente che contiene {0} é lintero spazio questa non é di Hausdorff.

Esempio 11 Si consideri il gruppo moltiplicativo G = C — {0} e l'azione su
M = C" data da ox(Z) = AZ. Le orbite sono tutte le rette complesse private
dell’origine e lorigine stessa. Lo spazio quoziente é dunque

M/G = CP" 1 U {0}.

Anche in questo caso l'unico aperto nella topologia quoziente che contiene {6}
e lintero spazio e quindi essa non ¢ di Hausdorff. Se pero consideriamo la
restrizione dell’azione di G su M = C™ — {0} si ottiene uno spazio quoziente

di Hausdorff: CP*~1. Inoltre identificando C* — {0} con la sfera S**~' c R?*
tramite la proiezione sui vettori di norma uno si ottiene

Cpr1 = M/G _ SQn—l/Sl )

La costruzione della fibrazione di Hopf presentata nell’Esempio 8 € un caso
particolare di quanto esposto sopra in cui si ha

S3/8t =Pt = S2.

Un modo piu diretto per controllare che un quoziente sia un varieta e utiliz-
zando il concetto di applicazione propria

Definizione 5 Un’azione o di un gruppo di Lie G su di una varieta M si dice
propria se l’applicazione

c:GxM — MxM
(9,2) +— (z,0(g,7))

e propria, cioe tale che la controimmagine di un compatto sia compatta.

Osservazione 6 Una caratterizzazione alternativa di azione propria e la sequen-
te: data una successione {x,} convergente in M e una successione {gn} in G
tale che {g, - Tn} converga in M allora esiste una sottosuccessione di {g,}
convergente in G.

Osservazione 7 Se G ¢ compatto allora ogni azione di G é propria.

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



8 S. Console, L. Degiovanni, A. Fino — Geometria simplettica

Osservazione 8 Se l'azione o di un gruppo di Lie G ¢é propria allora tutti i
sottogruppi di isotropia G, sono compatti, infatti

Gy x {z} =6 z,z).
Osservazione 9 L’applicazione g — g - x induce un’applicazione
G/G, -0, CM

questa applicazione é sempre un’immersione iniettiva e se l’azione é propria
lorbita ¢ una sottovarieta chiusa di M. Quando l’azione é transitiva esiste
un’unica orbita e questa applicazione é un diffeomorfismo tra G/G, e M.

Teorema 6 Se l'azione di un gruppo di Lie G su una varieta M e libera e
propria allora lo spazio quoziente M /G é una sottovarieta e m : M — M/G ¢
una submersione.

Dimostrazione: Si veda ad esempio [1], pagina 266. |

1.3 Rappresentazione aggiunta e coaggiunta

Definizione 6 Dato uno spazio vettoriale V' si indica con gl(V') Uinsieme delle
applicazioni lineari V. — V e con GL(V) il sottoinsieme degli endomorfismi
invertibili. Una rappresentazione di un gruppo di Lie G su V' ¢ un’azione (a
sinistra) lineare di G su V. In altri termini é un’applicazione

c:G — GL(V)

g — O0y4

che & un morfismo di gruppi, cioe soddisfa o4o, = ogn € 015, = 1, dove 1 ¢
Videntita di GL(V).

Analogamente una rappresentazione di un’algebra di Lie g su V' é un’appli-
cazione

p:g — al(V)
X — px

che & un morfismo di algebre di Lie, cioe soddisfa [px, py] = prx,v]-
Una rappresentazione (di gruppi o di algebre) si dice fedele se ¢é iniettiva.

Definizione 7 Data una rappresentazione o : G — GL(V') di un gruppo di Lie
G ¢ possibile definire una rappresentazione o* : G — GL(V*) sul duale dello
spazio vettoriale V' tramite la formula

*

Sa,v) = (a, 0, 1v),

(o 7

dovea e V¥ eveV.

Universita di Torino



Capitolo 1 — Azioni di gruppi di Lie 9

Analogamente, data una rappresentazione p : g — gl(V') di un’algebra di Lie
g & possibile definire una rappresentazione p* : g — gl(V*) sul duale dello spazio
vettoriale V' tramite la formula

{Pxa,v) = —(a, pxv),

dovea € V*¥ eveV.
Queste due rappresentazioni vengono dette rappresentazioni duali o anche
contragradiente delle rappresentazioni di partenza.

Osservazione 10 La definizione di rappresentazione duale appena data non va
confusa con l'usuale definizione del duale A* di un operatore A su uno spazio
vettoriale tramite la formula (A*a,v) = (o, Av). Infatti nel caso della rappre-
sentazione di gruppi di Lie o) ¢ il duale dell’operatore ,-1 € non di o4, mentre
nel caso delle rappresentazioni di algebre di Lie si ha p% = —(px)*. La ragione
di questa ambiguita di notazione é la richiesta che le rappresentazioni di gruppi
e algebre di Lie siano rispettivamente azioni a sinistra e morfismi di algebre

di Lie: le definizioni piu naturali o, = (04)* e pXx = (px)* forniscono invece

un’azione a destra e un antimorfismo di algebre di Lie.

Data un’algebra di Lie esiste sempre una rappresentazione molto importante
dell’algebra su se stessa:

Definizione 8 Sia (g, [, ]) un’algebra di Lie, la sua rappresentazione aggiunta
¢ la rappresentazione sullo spazio vettoriale g definita da adxY = [X,Y].

Proposizione 7 La rappresentazione aggiunta di un’algebra di Lie (g, |-, -]) sod-
disfa le sequenti proprieta

e [ady,ady]| = adx,y], cioe ad ¢ una rappresentazione dell’algebra di Lie;

e adx[Y,Z] = [adxY, Z] 4+ [Y,adx Z], cioé adx ¢é una derivazione dell’alge-
bra di Lie;

o aday = AadxA~! se A & un automorfismo di g;
e adpx = [D,adx] se D ¢ una derivazione di g;

e Ker(ad) = Z(g) e quindi ad ¢ fedele se e solo se il centro dell’algebra di
Lie ¢ Z(g) = {0}.
Dimostrazione: Utilizzando I'identita di Jacobi si ricava

[adX,ady](Z) = aandyZ — adyadXZ
[X’ [Y7 Z]] - D/v [Xa Z”
[X,Y],Z] = adix,y|(2) .

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



10 S. Console, L. Degiovanni, A. Fino — Geometria simplettica

D’altra parte si ha

adx[Y,Z] = [X,[Y,Z]]
= [V,[X,Z]] +[[X,Y], Z]
= [adxY,Z]+ [Y,adx Z].

Se A ¢ un automorfismo di g, cioé se A[X,Y] = [AX, AY] si ha
adaxY = [AX,Y] = A[X, A7'Y] = (Aadx A" Y.
Se D & una derivazione di g, cio¢ se D[X,Y] = [DX,Y] + [X, DY] si ha
(Dadx —adxD)Y = D[X,Y]| - [X,DY] = [DX,Y] =adpxY .
Infine dalla definizione di nucleo di una funzione e di centro di un’algebra di Lie

Ker(ad) ={X €g:adxY =0, VY € g} = Z(g).

Come ¢ noto l'algebra di Lie di un gruppo di Lie & ’algebra dei campi
vettoriali invarianti a sinistra, cioé tali che (Lp,).X = X, dove ¢, indica il push-
forward rispetto al diffeomorfismo ¢. Posto I,(k) = gkg™', un semplice calcolo
mostra che se X ¢ invariante a sinistra anche (I,).X & invariante a sinistra:

Li(Iy(k)) = hgkg™" = g(g " hg)kg™" = I4(Ly-14(k))

e quindi, utilizzando le proprieta del push-forward (per le quali si rimanda
all’appendice)

(L) (L)X = (Lnly)o X = (I)e(Ly-1ng)e X = (I). X
La seguente definizione & dunque ben data:

Definizione 9 Dato un gruppo di Lie G con algebra di Lie g, Uapplicazione Ad
definita come
AdgX = (Iy).X VX eg

associa ad ogni elemento del gruppo un’applicazione lineare ¢ — g e prende il
nome di rappresentazione aggiunta del gruppo di Lie G.

Osservazione 11 Un elemento X € g puo essere equivalentemente considerato
un elemento dello spazio tangente nell’identita al gruppo G. Da questo pun-
to di vista AdgX risulta Uapplicazione su X del differenziale dell’applicazione
1, : G — G calcolato in 1g.

Il nome dato all’applicazione Ad e giustificato dal seguente risultato:

Universita di Torino



Capitolo 1 — Azioni di gruppi di Lie 11
Proposizione 8 Dato un gruppo di Lie G con algebra g, la mappa Ad manda
G in GL(g) ed é un morfismo di gruppi, cioé
AdjAdy, = Ady, .

Quindi definisce una rappresentazione di G sulla sua algebra di Lie.
Inoltre, per ogni g € G, applicazione Ady € un’automorfismo di g, cioé

Ady[X,Y] = [Ad, X, Ad,Y].

Dimostrazione: Siccome Ady = (I;). e Iy, = I4I}, per le proprieta del push-
forward

Adgr, = (Ion)s = (I). (In). = AdyAd,

ed inoltre Ady, = ([15)« = 1y. Il fatto che Ad, sia invertibile & una con-
seguenza immediata. Infine, poiché per ogni diffeomorfismo ¢ si ha ¢,[X,Y] =
[QS*Xa ¢*Y]7 Va’le

Adg[X, Y] = (1)« [X, Y] = [(Ig)« X, (Iy)« Y] = [Adg X, AdyYT].

Definizione 10 Posto g € G, a € g*, X, Y € g e indicando con ¢* il pull-back
attraverso la mappa ¢, le rappresentazioni duali di ad e Ad definite da

(ad%,Y) = —(o,adxY) = {(q,[Y,X])
(Adja,Y) = (a,Adg1Y) = (a,(I,)"Y)

sono chiamate rappresentazione coaggiunta, rispettivamente dell’algebra di Lie
g e del gruppo di Lie G.

Proposizione 9 Dati X,Y € g e o € g* valgono le relazioni:

d

- Adcxp(tX)Y = adXY; (1.1)
dt|,

d X *

T OAdeXp(tX)a = adya. (1.2)

Dimostrazione: Si ricordi innanzitutto che per il commutatore di due campi
vettoriali vale la proprieta

d
[va] - a

oY
0

dove ¢, ¢ il flusso di X e ¢f indica il pull-back.
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12 S. Console, L. Degiovanni, A. Fino — Geometria simplettica

Nel caso particolare in cui X e Y sono campi invarianti a sinistra su un
gruppo di Lie G, per la definizione della mappa esponenziale il flusso ¢; di X
soddisfa

¢t(h) = hexp(tX) = Rexp(tX)(h) ’

e quindi, ponendo g = exp(tX) e usando il fatto che Y = (Ly).Y per I'invarianza
a sinistra, si ha

d v d

[X, Y] — & o (Rg) Y — & o (Rg—l)*y
fi(R )(L)Y—i(R o Ly).Y
Tod], e e T g Ve O e

Ma siccome Iy = Ry-1 0 Ly e AdyY = (I,).Y si ottiene

ade = [X,Y] = i

d
1,).Y

0 dt’o

AdeXp(tX)Y .
Infine dalle definizioni delle rappresentazioni duali segue:

x d d
(adya,Y) = —(a,adxY) = — T (o, AdgY) = <a

Adja,Y).
0 0

Osservazione 12 Per comprendere il significato e le consequenze dell’impor-
tante relazione (1.1) occorre tenere presenti alcune cose: Y(t) = Adexprx) €
una curva nel gruppo di Lie GL(g) passante per 1, mentre adx ¢é un elemento
della sua algebra di Lie gl(g). Inoltre v(t) soddisfa

’Y(t)’Y(S) = Adexp(tX)Adexp(sX) = Adexp(tX) exp(sX)
= Adexp((s+t)X) = V(t + 8)
e quindi puo essere interpretata come y(t) = ¢i(1g) dove ¢y & un flusso.
La (1.1) puo dunque essere interpretata in due modi: da un lato stabilisce
che il flusso ¢; € il flusso di adx pensato come campo invariante a sinistra

su GL(g), dall’altro che applicazione Ad : G — GL(g) ha come differenziale
Dapplicazione ad : g — gl(g) tra gli spazi tangenti nell’identita ai due gruppi.

Esempio 12 (Orbite coaggiunte) Data la rappresentazione coaggiunta

G — GL(g")
g — Ad'(g)
si possono considerare le sue orbite O,, n € g*, dette orbite coaggiunte. Le or-

bite coaggiunte hanno importanti proprieta geometriche ed includono spazi come
le varieta di bandiera complesse: nel caso classico si ottengono per G = SU(n),
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Capitolo 1 — Azioni di gruppi di Lie 13

in senso generalizzato per G gruppo di Lie semisemplice compatto (si veda la
Sezione 3.2). Si noti che la Proposizione 9 implica che lo spazio tangente
all’orbita O, nel punto n ¢ dato da

T,0, ={adxn: X € g}.

La seguente proposizione lega tra loro rappresentazione aggiunta di gruppo
G, quella della sua algebra di Lie g e la mappa esponenziale:

Proposizione 10 Se G é un gruppo di Lie con algebra g alloraVg € G,VX € g

exp(Ad,X) = I,(exp(X)) (13)
Adexp(X) exp(adx) (1.4)

Dimostrazione: L’identita (1.3) si ottiene ricordando che se ¢ & il flusso di
un campo X allora il flusso del push-forward di X attraverso un diffeomorfismo
P e qSt 1 o ¢;. Per definizione exptX ed exp(tAd X) si ottengono applicando
rispettivamente il flusso ¢; del campo X e qSt del campo X = AdgX = (1) X
all’identia del gruppo. Si ha quindi

exp(tAdyX) = di(le) = Iy(de(la)) = Iy(exptX)

e ponendo t = 1 si ottiene la tesi.

L’identita (1.4) & una riscrittura della relazione (1.1). Questa relazione,
infatti, stabilisce che la curva sul gruppo di Lie GL(g) definita da Adexp¢x) € il
flusso calcolato nell'identita di adx, pensato come campo invariante a sinistra
su GL(g). Ma il flusso ¢; di un elemento X dell’algebra di un gruppo di Lie G
e legato alla mappa esponenziale dalla relazione

¢i(ly) = exp(tX),

ponendo quindi X =adyx et =1 si ottiene la tesi. O

Attraverso la rappresentazione aggiunta € possibile definire su ogni algebra
di Lie una forma bilineare simmetrica:

Definizione 11 Data un’algebra di Lie g, di dimensione finita, la forma bilin-
eare simmetrica
(X, Y) = Tr(adxady)

prende il nome di forma di Killing.

Osservazione 13 La forma di Killing é ben definita perché adx e ady sono un
operatori lineare e quindi e possibile calcolarne il prodotto e la traccia. Inoltre
la forma di Killing é simmetrica perché Tr(AB) = Tr(BA).

Proposizione 11 La forma di Killing (-,-) su di un’algebra di Lie g soddisfa le
sequenti proprieta:
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14 S. Console, L. Degiovanni, A. Fino — Geometria simplettica

o (AX,AY)=(X,Y) se A é un automorfismo di g;

in particolare (AdyX,Ad,Y) = (X,Y);

(DX,Y)=—(X,DY) se D ¢ una derivazione di g;

in particolare (adxY,Z) = —(Y,adx Z);

Dimostrazione: Se A ¢ un automorfismo di g, per la Proposizione 7 si ha
adax = AadxA~! e quindi
(AX, AY) = Tr(Aadx A" ' Aady A™!) = Tr(adxady A~ A4) = (X,Y).

Se, invece, D e una derivazione di g, per la Proposizione 7 si ha adpx =
Dadx —adx D e quindi

(DX, Y) = Tr(adDXady) = TI‘(Daandy — adeady>
= —Tr(adxDady —adxady D)
= fTr(aandDy) = 7(X, DY) .

I casi particolari si ricavano ricordando che adx € una derivazione e Ad,; un
automorfismo di g. |

Corollario 12 La forma di Killing (-,-) su di un’algebra di Lie (g, [,*]) soddisfa
lidentita

(X,Y],2)=(Z,X],Y) = (Y, Z], X) VX,Y,Z €g.

Dimostrazione: Utilizzando l'identita (adxY, Z) = —(Y,adx Z) si ottiene
([X7Y]aZ) = (adX}/’ Z) = _(K a‘dXZ) = ([Z,X],Y)

e permutando ulteriormente si ricava la tesi. O

Osservazione 14 [l fatto che la forma di Killing soddisfi (DX,Y) = —(X, DY)
se D ¢ una deriwazione di g é una caratteristica di tutte le forme bilineari
B(-,-) invarianti per automorfismi dell’algebra di Lie, cioé tali che se A é un
automorfismo di g allora

B(AX,AY) = B(X,Y).

Infatti si puo mostrare che se D ¢ una derivazione exp(tD) é un automorfismo
(questo fatto é una generalizzazione di quanto provato nella Proposizione 10) e
quindi dall’invarianza per automorfismi si ottiene:

% B(exp(tD)X,exp(tD)Y) =0= B(DX,Y)+ B(X,DY) =0.
0
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L’importanza della forma di Killing ¢ anche data dai seguenti Criteri di
Cartan:
Proposizione 13 Un’algebra di Lie g e risolubile se e solo se gli elementi di
[g, 0] sono ortogonali a tutti gli elementi di g rispetto alla sua forma di Killing.

Proposizione 14 Un’algebra di Lie g é semisemplice se e solo se la sua forma
di Killing é non degenere.

1.4 Derivata di un’azione

Definizione 12 Se 0 : G x M — M ¢ un’azione, la sua derivata & ’appli-
cazione & : g — X(M) che associa ad ogni elemento X € g il campo vettoriale
ox = 6(X) definito da:

d
(6x)e = % Oexp(—tX) T,
o equivalentemente dalla relazione
. d
ox(f) = a Ofo Oexp(—tX) -

Osservazione 15 Dalla definizione seque che il flusso di 0x € Texp(—tx)-

Proposizione 15 Data un’azione o : G x M — M il push-forward del campo
ox attraverso il diffeomorfismo o4 soddisfa la relazione

F(AdyX) = (04).0x (1.5)

Dimostrazione: Ricordando che il push-forward ¢.Y del campo vettoriale Y
attraverso il diffeomorfismo ¢ ¢ definito in modo che

Y(f)oo™ = (6:Y)(food™)

si ottiene
[6x(foag)loagr =(0g):[ox(f o 0)] = [(79)-0x](f)- (1.6)
Ma dalla definizione di azione derivata e dalla proprieta (1.3) si ricava
. d
[OX(f o Ug)} 00g-1 = a f ©0g O 0exp(—tX) ©0g—1
0
d
BT Ofoagexp(*tX)g‘1
d
= a o f O Oexp(—tAdyX)
= [0(Ad,X)I(f)
confrontando con l'identita (1.6) si ha la tesi. O
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16 S. Console, L. Degiovanni, A. Fino — Geometria simplettica

Proposizione 16 Data un’azione o : G X M — M la sua derivata é un
morfismo di algebre di Lie, cioé vale

[6x,0v] = d1x,v)

Dimostrazione: Si ricordi che per il commutatore di due campi vettoriali vale
la proprieta

d
XY= | 6y (1.7)
0

dove ¢, ¢ il flusso di X e ¢f indica il pull-back.
Sostituendo g = exp(tX) nell’equazione (1.5) si ha
0 (Adexpex)Y) = [O—exp(tX)} L0y = [Jexp(_tx)] “oy . (1.8)
Siccome eyp(—¢x) € il flusso di 6x e quindi per la (1.7)

d

dt ‘0 [Jexp(_tX)] ' oy = [(ffx, d—Y] )

derivando 1'uguaglianza (1.8) e applicando la relazione (1.1) si ottiene

[ d d . . . .
”(&’()Adm(tx)y) = dt‘o [Gexp(-ix)]) 0y = o(IX,¥]) = [ox.0v].

O

Osservazione 16 Il segno negativo nella definizione di & é scelto in modo che
che la derivata di un’azione sia un morfismo di algebre di Lie, anziché un
antimorfismo.

Proposizione 17 Data un’azione o : Gx M — M lo spazio tangente alle orbite
e lalgebra del gruppo di isotropia sono date da:

1.0, ={6(X),: X € g}
g: ={X €g:5(X)=0}.

Dimostrazione: La prima identita segue direttamente dalla definizione di
derivata dell’azione, infatti 6(X), ¢ il vettore tangente alla curva su M prodotta
dall’azione del sottogruppo a l-parametro exp(—tX) di G. Analogamente, sic-
come ogni elemento del sottogruppo di isotropia G, lascia fisso il punto x, i vet-
tori tangenti alle curve generate dall’azione di ogni sottogruppo a 1-parametro
di G sono nulli, e quindi anche la seconda uguaglianza & provata. O
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Esempio 13 Si consideri R™ con coordinate cartesiane x; e si definisca l’azione
delle traslazioni come

7T:R"xR* — R"
(U,%) — T+

algebra di Lie di R™ ¢ ancora R™, con [X,Y] =0, e vale exp(tX) = tX. Allora
la derivata dell’azione é data da

. al . .
0

Quindi TX: = —>,Xi0i.
Esempio 14 $i consideri l’azione delle rotazioni su R3:
p:0B) xR — R3
(0, %) — OF

L’algebra di Lie del gruppo ortogonale € generata dalle tre matrici antisimme-
triche

0 10 0 0 -1 0 0 0
Er=( -1 0 0 Ex=| 0 0 O Es=(0 0 1
0 0 O 1 0 0 0 -1 0
e i commutatori si ottengono permutando ciclicamente [Ey, Fy] = Ej.
L’esponenziale delle tre matrici € definito da
exp(tEy)-& = (xcos(t)+ ysin(t),ycos(t) — zsin(t),0)
exp(tEy) - & = (xcos(t) — zsin(t),0, zcos(t) + xsin(t))
exp(tE3) - = (0,ycos(t)+ zsin(t), z cos(t) — ysin(t))
e quindi l’azione derivata si ricava da
d 0 0
() = 5| Staeos(t) < ysinte) yeos(s) + wsin().0) = a5l -y
d
P, (f) = T ) f(zcos(t) + zsin(t), 0,z cos(t) — zsin(t)) = z% - x%
d 0 0
()= | O peos(t) ~ zsin(t), zcos(t) + ysin(t) = Vo~
e dunque

PE, = way — YOy PE, = 20y — 20, PE; = Y0, — Zay .

Si osservi che, come previsto, questi campi vettoriali soddisfano le stesse regole
di commutazione di Ev, Fy e E3.
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Esempio 15 Si consideri l’azione aggiunta Ad di un gruppo di Lie G sulla sua
algebra di Lie g. La derivata di questa azione & per definizione

. d
AdxY = & o Adexp(—tX)Y7
dalla relazione (1.1) seque dunque che Ady = —adx.

A prima vista sembra esservi un’incongruenza tra il fatto che

[adx,ady] = ad[X)y] (1.9)
e la Proposizione 16 che nel caso specifico puo essere riscritta come
[—adx, —ady] = [adx,ady| = —ad[x v (1.10)

Non é pero cosi: infatti nella formula (1.9) il commutatore considerato é quello
tra operatori lineari su g, in (1.10) invece adx e ady sono considerati come
campi vettoriali su g e il commutatore € quello delle corrispondenti derivazions.
Ora ad ogni operatore lineare A su uno spazio vettoriale V' si puo associare il
campo vettoriale v — (v, Av) che con un abuso di notazione si indica ancora
con A. Il valore di questo campo vettoriale nel punto v é il vettore tangente alla
curva v + tAv e la derivazione corrispondente soddisfa

d
(4N) @) = 2| fo+1Av).
0
Indicando ora con [, il commutatore di operatori lineari e con [-,-]p il

commutatore di derivazioni si ha

[Aa B]D = 7[A’ B]O

infatti
d d
A, B v) = —| (B v+tAv) — —| (A v+ sBv
(4Bl = G| (BO)w+ean) = (40)w+sBv)
d| d
— &O—SOf(v+tAv+st+stBAv)
% . = 0f(v—|—tAv + sBv + stABv)]
= | f+ BAw) = (1B, 4lo()) (v).

Le formule (1.9) e (1.10) si interpretano dunque come

[adx,ady]o = ad[ny]
[Adx, Ady],, = [adx, ady], = —ad[X, Y] = Ad[x y]

e non vi & contraddizione essendo [adx,ady], = —[adx,ady]p.

Universita di Torino



Capitolo 1 — Azioni di gruppi di Lie 19

Esempio 16 (Orbite coaggiunte) Si consideri la rappresentazione coaggiun-
ta su un gruppo di Lie e un’orbita Oy, n € g* (cfr. Esempio 12). L’algebra di
Lie del sottogruppo di isotropia G, ¢ data da

gy ={X €g:Adyn=0}={X €g:adyn=0},
e quindi usando la definizione di azione coaggiunta

gy, = {Xeg:(adynY)=0, VY ecg}
= {Xeg:(n[X,Y])=0, VYeg}.
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Capitolo 2

Geometria simplettica

2.1 Spazi vettoriali simplettici

Definizione 13 Si consideri un spazio vettoriale reale V di dimensione fini-
ta. Un’applicazione bilineare antisimmetrica (2-forma) w su 'V e un sottospazio
vettoriale W C V. Il complemento simplettico di W é il sottospazio vettoriale

Wt ={veV :www) =0, Ywe W}.

Definizione 14 La 2-forma w definita sullo spazio vettoriale V' si dice non
degenere se V- = {0} o, equivalentemente se la matrice che rappresenta w
rispetto ad una base in V é invertibile.

Uno spazio vettoriale V su cui sia definita una 2-forma w non degenere
si dice spazio vettoriale simplettico e la forma w prende il nome di forma
simplettica.

In uno spazio vettoriale simplettico di dimensione 2n una base simplettica
¢ una base {e;} con base duale {€'} in cui la forma simplettica assume la forma

n
w = E et AetTm .
i=1

Osservazione 17 Siccome una matrice antisimmetrica A con un numero dis-
pari di righe ha sempre determinante nullo, poiché det(A) = det(A') = —det(A4),
la dimensione di uno spazio vettoriale simplettico e necessariamente pari.

Osservazione 18 (osi come avviene utilizzando un prodotto scalare anche uti-
lizzando una forma simplettica ¢ possibile definire un isomorfismo tra un spazio
vettoriale e il suo duale che non dipenda dalla base scelta. Nel caso simplettico
questo isomorfismo di spazi vettoriali € dato da

Vv — V*

Vo W,

dove (iyw)(u) = w(v,u), VYueV.

21



22 S. Console, L. Degiovanni, A. Fino — Geometria simplettica

Esempio 17 Si consideri lo spazio vettoriale R®" e se ne indichino gli elementi
con Z = (Z,Y). La forma bilineare antisimmetrica
w(Z1,22) = - T2 — G2 - T1

e non degenere e definisce una forma simplettica detta forma simplettica stan-
dard di R?".

Esempio 18 Si consideri lo spazio vettoriale C", si indichino i suoi elementi
con Z =241y e i loro complessi coniugati con zZ*. La formula

w(zla'g'?) = %(_’1?5) )
dove S indica la parte immaginaria, definisce una forma simplettica (a valori
reali). Questa forma coincide con la forma simplettica standard di R®*" (iden-
tificato con C™ nel modo ovvio) e viene detta forma simplettica standard di
Ccn.

Un risultato molto importante per gli spazi vettoriali simplettici, che ha un
analogo nel caso delle varieta simplettiche, & 1’esistenza di una forma canomica
per la forma simplettica. Questo, in particolare, implica che tutti gli spazi
vettoriali simplettici ammettono una base simplettica e che gli spazi vettoriali
simplettici con la stessa dimensione siano tutti equivalenti tra loro.

Teorema 18 Se w ¢ una 2-forma non nulla (ma non necessariamente non
degenere) su uno spazio vettoriale V di dimensione m allora esiste una base
{e;} di V con base duale {€'} tale che

n
w = E A €t
i=1

dove 2n é il rango di w.

Dimostrazione: Siccome w non & nulla esistono due vettori fi e fa, linearmente
indipendenti, tali che w(fs, f1) = 1. Si consideri il sottospazio generato da questi
due vettori: P; = span(f1, f2). Siccome P; ¢ bidimensionale e w & non nulla la
sua restrizione su P; & non degenere e quindi posto V; = Pt si ha PNV, = {0}
da cui V = P; @ Vj con la decomposizione v = v + vo data da

v = wv fi)fa —w(v, f2)f1

V2 = UV—7V1
Si hanno ora due casi: se w|y, = 0 la tesi ¢ verificata in quanto w = f2 A f1,
se invece w|y, # 0 si puo iterare il processo. Esisteranno infatti due vettori
f3 e fy in V1, linearmente indipendenti e tali che w(fy, f3) = 1; definiti allora
Py = span{fs, f1) e Vo = (P, ® P,)* siha V. = P, @ P, ® V,. Continuando
in questo modo in un numero finito di passi si trova un n tale che w si an-
nulla su V,,, esistono 2n vettori { foj_1, f2;} linearmente indipendenti e tali che
w(fai, faj—1) = 0;; e vale

V=P& - -dFP,dV,.
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Scegliendo allora e; = fo;-1, €j4n = f2; € €apt1,...,6m una base di V,, si
ottiene la tesi. O

Corollario 19 Il rango di una 2-forma & sempre pari e in particolare 2-forme
non degeneri esistono solo su spazi vettoriali di dimensione pari.

Definizione 15 Un isomorfismo simplettico tra due spazi vettoriali simplettici
& un isomorfismo di spazi vettoriali T : (Vi,w1) — (Va,ws) tale che

wo(Tu, Tv) = wi(u,v), Yu,ve V.

Gli automorfismi simplettici di uno spazio vettoriale simplettico (V,w) for-
mano un gruppo detto gruppo simplettico e indicato con Sp(V,w). In particolare
il gruppo degli automorfismi di R?™ con la struttura simplettica standard viene
indicato con Sp(2n,R).

Osservazione 19 [l Teorema 18 implica che tra spazi vettoriali simplettici della
stessa dimensione esiste sempre un isomorfismo simplettico. Basta infatti fissare
una base simplettica in ciascuno spazio e associare ad ogni vettore nel primo
spazio il vettore con uguali componenti nel secondo spazio. In particolare uno
spazio vettoriale simplettico di dimensione 2n e simpletticamente isomorfo a
R2™ con la struttura simplettica canonica.

Proposizione 20 Se (V,w) ¢é uno spazio vettoriale simplettico di dimensione
2n e U, W sono suoi sottospazi allora valgono le sequenti proprieta:

1. dmW +dim W+ = dimV;

2. (WHt =w;

3 UCW «— Wtcut;

4. wlw non degenere <= WNW+={0} <<= V=WaoW.

Dimostrazione: La proprieta 1 si ottiene considerando ’applicazione

Q:V - W

v w(o)lw
il nucleo di Q2 &
KerQ={veV:wvw) =0, Vwe W}=W=

e inoltre Q & suriettiva. Infatti se k = dim W scelta una base {ey,..., e} di
W e completatala ad una base {ey,...,es,} di V ad ogni applicazione o € W*
corrisponde un’estensione & € W* definita da

R _ ale) i<k
a(ei)_{ 0 i>k
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e siccome w € non degenere ad & corrisponde un unico elemento v € V tale che
Vu € V si abbia &(u) = w(v,u) e quindi Q(v) = a. Dalla relazione dim Ker Q 4+
dimIm 2 = dim V" segue la proprieta 1.

Dalla definizione di W+ si ricava che se w € W allora Yu € W+ vale
w(u,w) =0 e quindi w € (W+)+. Ma dalla proprieta 1 si ha che

dim(WHt =dimV — dim Wt = dim W

e quindi W C (W+)1 implica la proprieta 2.

Per quanto riguarda la proprieta 3 si procede in due passi: sia U C W,
v € Wt implica w(v,w) = 0 Vw € W allora in particolare Yu € U C W
vale w(v,u) = 0 percui v € U*. D’altro canto sia W+ C U+, u € U implica
w(u,v) = 0 Vo € U+ allora in particolare Vo € W+ C U+ vale w(u, ) = 0 per
cuiu € (WHt =w.

Infine il fatto che w sia non degenere quando ristretta ai soli vettori di W e
equivalente a chiedere che v € W soddisfa w(u, w) =0 Yw € W solo se u =0 e
cioe che I'unico vettore di W che appartiene anche a W+ & il vettore nullo. Per
la propriea 1 il fatto che WNW+ = {0} ¢ equivalente al fatto che V. =W W=
perché in questo caso dim(W @ W+) = dim V. O

Definizione 16 Un sottospazio W di uno spazio vettoriale simplettico (V,w) si
dice:

e isotropo se W C W, cioé se w|ly = 0;
e coisotropo se WL C W;

e lagrangiano se ¢é sia isotropo che coisotropo, cio¢ se W = W+,

Proposizione 21 Se W ¢ isotropo allora dim W < %dim V', se é coisotropo
dim W > %dim Ve quindi se W e lagrangiano dim W = %dim V.

Dimostrazione: Dalla proprieta 1 della Proposizione 20 si deduce che se W e
isotropo e quindi dim W < dim W+ allora

dimV = dim W +dim W+ > 2dim W,
mentre se W & coisotropo e quindi dim W > dim W+ vale

dimV = dimW + dim W+ < 2dim W .
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2.2 Varieta simplettiche

Definizione 17 Una coppia (M,w), con M varietd di dimensione pari e w
2-forma, € detta varieta simplettica se

e w, € non degenere sullo spazio tangente T, M, per ogni x € M ;
e w ¢ chiusa: dw = 0.

Esempio 19 Ogni spazio vettoriale simplettico con la struttura di varieta na-
turale & una varietd simplettica, in particolare R*™ con le coordinate cartesiane
xi,y; e la struttura simplettica canonica

w:idyi/\dzi.

i=1

Esempio 20 Si consideri la sfera S? immersa in R3 e il suo spazio tangente
m ogni punto:

S2={FecR:||7||=1} TeS?={TecR®:v -z =0}

Definisco la 2-forma w con il prodotto misto, ponendo

—

wz(@,0) = —u x0T
questa forma & chiaramente di classe C*® ed é non degenere su ogni TzS? poiché
essendo U e U ortogonali a T il prodotto misto si annulla solo quando U e U sono
paralleli. Infine su di una varieta bidimensionale tutte le 2-forme sono chiuse,
per cui w definisce una struttura simplettica su S?.

Se considero le coordinate cilindriche (r,0,h) in R® allora per ogni punto
sulla sfera (escluse le intersezioni con l’asse verticale) vale

z = +/1—h2cosb
y = +/1—h2sinf
z = h

e di consequenza, derivando, il vettore tangente h% + 9% ha componenti

T = _\/%cose—mésine
Y = —\/%sinﬁ—l—mﬁcos@
;= h

quindi posto U = 7)1% + 7726% ev= Cla% + Cg% la forma simplettica e data da
x Yy oz
wz(,0) = —| w1 w2 uz | =mdl —n2G = (dh A dO)(d,?)

V1 U2 Uz

e quindi w = dh A d6.
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\

Esempio 21 Ogni varietd bidimensionale orientata é una varietd simpletti-
ca considerando la forma volume, quest’ultima infatti € per definizione mon
degenere ed é chiusa perché la varieta e bidimensionale.

Un esempio particolarmente importante di varieta simplettica ¢ il fibrato cotan-
gente di una qualsiasi varieta, si osservi che siccome un fibrato cotangente ¢
necessariamente non compatto non tutte le varieta simplettiche sono fibrati
cotangenti.

Esempio 22 Sia QQ una varieta differenziabile, sul suo fibrato cotangente T*@Q
esiste una 1-forma detta tautologica definita nel sequente modo.

T(T"Q) ™Q
TQ Q

Una 1-forma 0 suT*Q é un’applicazione che associa ad ogni elemento (q, o) €
T*Q un’applicazione 040,y * T(ga)(T*Q) — R. Se X € T(T*Q) e si indi-
ca la sua immagine attraverso m, con m.(X) = (g, mestX,) allora la 1-forma
tautologica é definita ponendo

H(q’aq)(X) = ay(m. Xy).

1l nome di tautologica per la 1-forma 6 proviene dalla proprieta, diretta con-
sequenza della definizione, a*0 = o dove o™ indica il pull-back attraverso una
qualsiasi 1-forma o su Q.

™0 ™(T*Q)
a0 0
«
Q ™Q

La 2-forma w = d risulta essere non degenere ed ¢ mon solo chiusa ma ad-
dirittura esatta. Definisce dunque una struttura simplettica su M = T*Q, detta
struttura simplettica canonica.

Se si considerano le usuali coordinate ¢',p; su T*Q, dove ¢° sono le coordi-
nate su Q, la 1-forma tautologica e la forma simplettica canonica assumono la
forma

6 =pd¢t  w=d0=dp; Ad¢’

dove si € sottintesa una sommatoria sugli indici ripetuti.
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Esempio 23 (Orbite coaggiunte) Su un’ orbita coaggiunta O,, n € g* si
puo definire una forma simplettica w nel sequente modo:

Wn(ad}m ad;n) = <77> [Xv Y]>

(st ricordi che, per ’Esempio 12, lo spazio tangente all’orbita O, nel punto n é
dato da T,,0,, = {adxn : X € g}). La forma w é ben definita e non degenere.
In effetti, nell’Esempio 16 abbiamo visto che l’algebra di Lie del sottogruppo di
isotropia g, € data da

gﬂ:{Xeg:<777[X’Y]>:O7 VYEQ}

ed ¢ quindi il nucleo della forma w,. Vedremo nella Sezione 3.2 che la forma w
e chiusa. Dunque le orbite coaggiunte sono varietda simplettiche.

Analogamente a quanto avviene per gli spazi simplettici anche le varieta
simplettiche si assomigliano se hanno la stessa dimensione, in questo caso pero
esse sono equivalenti solo localmente. Questa idea & precisata dal seguente
importante teorema:

Teorema 22 (Darboux-Weinstein) Se (M,w) & una varieta simplettica di
dimensione 2n allora ogni suo punto ammette un intorno U in cui sono definite
delle coordinate (q*,...,q",p1,...,pn) tali che

w=dp; Adq",

queste coordinate vengono dette canoniche, oppure simplettiche o ancora coor-
dinate di Darboux.

Definizione 18 Se (M,w) e (N,@) sono due varieta simplettiche un simpletto-
morfismo é un diffeomorfismo ¢ : M — N tale che ¢*©w = w. Un simplettomor-
fismo di una varieta simplettica in se stessa prende il nome di trasformazione
canonica o anche trasformazione simplettica.

Osservazione 20 [l fatto che un flusso ¢, su una varietd simplettica (M,w),
sia composto da simplettomorfismi € equivalente alla Tichiesta Lxw = 0 per il
campo vettoriale X che lo genera.

Analogamente al caso degli spazi vettoriali simplettici dove la 2-forma non
degenere permetteva di definire un isomorfismo tra lo spazio vettoriale e il suo
duale, in una varieta simplettica (M, w) la forma w permette di associare 1-forme
su M a campi vettoriali su M e viceversa. Particolare importanza hanno i campi
vettoriali associati a 1-forme chiuse, infatti vale la seguente proposizione:

Proposizione 23 Dato un campo vettoriale X su una varietd simplettica (M, w)
st ha Lxw =0 (e quindi X genera un flusso di simplettomorfismi) se e solo se
la forma ixw e chiusa.

Dimostrazione: Dalla formula di Cartan e dal fatto che dw = 0 segue

Lxw=1xdw+dixw = d(in).
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Definizione 19 Un campo vettoriale X su una varieta simplettica (M,w) si
dice simplettico se la forma ixw € chiusa. Se questa forma € esatta, cioé esiste
una funzione h : M — R tale che

in = —dh (21)

il campo X si dice hamiltoniano e la funzione h é [’hamiltoniana corrispondente.
Un campo hamiltoniano con hamiltoniana h si indica con il simbolo Xj,.

Si dice che un campo vettoriale X é una simmetria della struttura simplettica
se Lxw =0.

L’insieme delle simmetrie della varieta simplettica M wverrd indicato con
Sym(M). Per la Proposizione 23 esso coincide con l'insieme dei campi simplet-
tici. L’insieme dei dei campi hamiltoniani verrd indicato con Ham(M).

Osservazione 21 La scelta di segno nella precedente definizione serve ad ot-
tenere le equazioni di Hamilton con il segno corretto, si veda I’Esempio 25.
Questa convenzione ¢ legata a quella sul prodotto interno di un campo vettoriale
con una p-forma, mentre é indipendente dalla scelta del segno nella definizione
di parentesi di Poisson.

Osservazione 22 Siccome ogni forma chiusa é localmente esatta tutti © campi
simplettici ammettono un’hamiltoniana locale. Questo € il motivo per cui ven-
gono anche chiamati localmente hamiltoniani.

Esempio 24 Si consideri la sfera S? con la forma simplettica w = dhAd8 in co-
ordinate cilindriche, allora il campo a% e hamiltoniano ed ha come hamiltoniana
h. Infatti, posto X = 771% + 7]2%,

ixw = mdf — nadh.

Esempio 25 Si consideri il fibrato cotangente ad una varieta Q con la struttura
simplettica canonica w = dp; A dqg*. Un campo vettoriale su T*(Q)

.0 0
X =n"— i—
7 g’ I Op;
e hamiltoniano con hamiltoniana h se e solo se
, ; i oh ., Oh
ixw = Gdg' —n'dp; = —-—dq" — dp;
dq opi
e quindi il sistema di equazioni differenziali associato al campo X é
i 4 Oh
e Op;
. oh
bi = Cz - - 8qi

che sono esattamente le equazioni di Hamilton per un sistema meccanico. La
necessita di ottenere il segno corretto in queste equazioni giustifica la scelta di
segno nella formula (2.1) che definisce i campi hamiltoniani su una varietd
simplettica.
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2.3 Varieta di Poisson e campi hamiltoniani

Il concetto di campo hamiltoniano € in realta definibile il un contesto piu gen-
erale, e un un certo senso piu naturale, di quello dato dalle varieta simplettiche.
Il contesto appropriato ¢ quello delle varieta di Poisson:

Definizione 20 Una varieta di Poisson é una varieta differenziabile M su cui
sia definita un’applicazione R-bilineare sulle funzioni

{-}: F(M) x F(M) — F(M)
che soddisfa la sequenti tre proprieta:
o antisimmetria, {f, g} = —{g, f};
e regola di Leibniz, {f,gh} = g{f,h} + {f,g}h;
o identita di Jacobi, {f,{g,h}} + {g.{h, f}}+{h,{f g}}

Questa applicazione viene detta parentesi Poisson.

Osservazione 23 A causa della regola di Leibniz ogni parentesi di Poisson
¢ determinata da un bivettore (cioé un tensore antisimmetrico due volte con-
trovariante) P attraverso la formula

{f.9} = P(df,dg) = PY8;f9;g.
L’identita di Jacobi equivale alla condizione sulle componenti del tensore P
P9 P + P"9P7* + PO P = 0. (2.2)

1l tensore P, eventualmente degenere, associa in modo naturale alle 1-forme e
in particolare ai differenziali delle funzioni dei campi vettoriali PAf tali che

(Pdf)(g) = P(df,dg) = {f, g} (2.3)

Si osservi che la struttura di Poisson permette di associare direttamente i
campi hamiltoniani ad un certa funzione, mentre nel caso simplettico si parte
da un certo campo e X e si ricostruisce la sua hamiltoniana “a posteriori” a
partire dalla forma ixw. Questo permette di prescindere dalla richiesta che il
tensore di Poisson sia non degenere.

Definizione 21 Se due funzioni f,g soddisfano la condizione {f,g} = 0 si
dicono in involuzione.

Le funzioni non costanti (sulle componenti connesse della varieta) a cui
sono associati campi hamiltoniani nulli (e che quindi sono in involuzione con
qualsiasi altra funzione) vengono dette funzioni di Casimir.

La distribuzione C = {X = PO} ¢é detta distribuzione caratteristica, risulta
integrabile e le sue superfici integrali (che sono sempre di dimensione pari perché
P ¢ antisimmetrico) sono chiamate foglie simplettiche. Questo nome deriva dal
fatto che il tensore di Poisson definisce una struttura simplettica naturale su
ognuna di esse. Le foglie simplettiche sono contenute (in generale strettamente)
nelle superfici di livello delle funzioni di Casimir.
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Definizione 22 Sia (M, {-,-}) una varieta di Poisson con tensore di Poisson
P e distribuzione caratteristica C. Il campo vettoriale Pdh si dice campo hamil-
toniano di hamiltoniana h e si indica con Xy, linsieme dei campi hamiltoniani
viene indicato con Ham(M). L’insieme delle simmetrie del tensore P, cioé dei
campi Z tali che Lz P = 0, verrd invece indicato con Sym(M). Una k-forma
a st dice C-chiusa se VXq,..., X € C st ha da(Xo,...,Xr) = 0. Gli insiemi
dei campi PO con 0 C-chiusa e chiusa verranno indicati rispettivamente coi sim-
boli Locc(M) e Loc(M); entrambi questi tipi di campi vengono a volte chiamati
localmente hamiltoniani.

Osservazione 24 i fatto che la funzione f sia in involuzione con la funzione
h implica che, posto X = Pdf, valga

X(f) ={h, f}=0.

1l campo vettoriale X, € dunque tangente alle superfici di livello di f e le sue
curve integrali sono tutte contenute in queste superfici. In particolare, siccome
la parentesi di Poisson ¢ antisimmetrica, si ha {h,h} = 0 e quindi le curve
integrali di X sono contenute nelle superfici di livello di h.

Esempio 26 Si consideri R3 con coordinate q,p,c e con la parentesi

_0f0g _9g0f

Si verifica con un calcolo diretto che questa é una parentesi di Poisson. Il campo
vettoriale associato alla funzione f e

of o of &

Pdf = L — - 2L
! dp dq  Oq dp

e quindi il tensore di Poisson P ¢& rappresentato dalla matrice

1 0
P=| -1 0 0
0 0 0

Dall’espressione della parentesi di Poisson si ottiene che ogni funzione della
sola coordinata ¢ € una funzione di Casimir. La distribuzione caratteristica C
e generata dai due campi vettoriali 8% e 3% e quindi foglie simplettiche sono i

piani ¢ = cost.

Esempio 27 Si consideri R3 con coordinate q,p,c e con la parentesi di Poisson

_,(2£99 _090f
b =r (G50~ o)

anche in questo caso c¢ (e ogni sua funzione) é una funzione di Casimir, la
distribuzione caratteristica e pero generata dai due campi pai e pai che si an-

. L -~ ad ..
nullano contemporaneamente sul piano p = 0. La distribuzione non ha quindi
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rango costante e le sue superfici integrali sono date dai due insiemi di semipiani
{c = cost,p > 0}, {c = cost,p <0} e da tutti i punti del piano p =0. Come si
vede in questo caso le superfici di livello delle funzioni di Casimir contengono
propriamente le foglie simplettiche.

La seguente proposizione stabilisce che le varieta simplettiche sono varieta di
Poisson. Il concetto di varieta di Poisson risulta quindi una generalizzazione del
concetto di varieta simplettica cosi come quest’ultimo generalizzava la struttura
simplettica naturale presente sui fibrati cotangenti.

Proposizione 24 Ad ogni forma simplettica w é associato, tramite la relazione
Pl=X < ixw=-0 (24)

un unico tensore P che é di Poisson e non degenere.

Viceversa su ogni varieta di Poisson, il cui tensore di Poisson P sia non
degenere, la precedente relazione definisce un’unica struttura simplettica e P € il
tensore ad essa associato. Data una forma simplettica w e il tensore di Poisson
P ad essa associato si ha che X = Pdf se e solo se X & hamiltoniano in senso
simplettico con hamiltoniana f e inoltre la parentesi di Poisson definita da P
soddisfa

{9} = w(X}. X,). (2.5)

Dimostrazione: Data una 2-forma non degenere w la formula (2.4) definisce un
bivettore P. Viceversa dato un bivettore non degenere P applicando una prima
volta la formula (2.4) si definisce una 2-forma non degenere w, e applicandola
una seconda volta si vede che il bivettore associato ad w ¢ esattamente P. La
relazione tra le componenti della forma e del bivettore si ricava dalle condizioni

Xj = Pijei < wijj = —Gk — wjkPini = —Gk

e risulta N '
PYwj;, = =6y, (2.6)
da cui si deducono le volute proprieta di differenziabilita e non degeneratezza.
La condizione (2.4) implica, inoltre, che X = Pdf se e solo se ixw = —df e

cioe se e solo se X ¢ il campo hamiltoniano in senso simplettico con hamiltoniana
f. Inoltre dalla definizione (2.3) di parentesi associata al tensore P si ha

{f,9} = (PAf)(9) = (Xj,dg) = —(Xf,ix,w) = w(Xy, Xy) .

Occorre ora mostrare che P & di Poisson se e solo se w ¢ chiusa. Differenziando
la condizione (2.6) si ottiene

P”@kwij = —wijakP”.
Si considerino ora tre 1-forme 6, ¢, ed i corrispondenti campi vettoriali X =
PO,Y = Ppe Z = Pi. Allora
XYIZFOwwi; = 010mib, P P™ P pw;;
= ~Oipminwis P PO P"
= O P OP.
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Permutando ciclicamente gli indici si ottiene

dw(X, K Z) = (8kwij + &-wjk + 8jwki)XinZk
= (P*opP'™ 4+ PMORP™ 4+ PP P01

da cui segue che dw = 0 se e solo se vale la condizione (2.2) e quindi P & di
Poisson. |

Osservazione 25 Per la Proposizione 24 su una varieta simplettica il con-
cetto di campo hamiltoniano in senso simplettico coincide con quello definito
per le varieta di Poisson. Inoltre dalla relazione (2.6) tra le componenti del-
la forma simplettica e del tensore di Poisson associato seque che nelle varieta
simplettiche le simmetrie di w sono tutte e sole le simmetrie del tensore P as-
sociato. Le notazioni della Definizione 22 sono dunque coerenti con quelle della
Definizione 19.

Esempio 28 Nel caso in cui la varieta simplettica sia il fibrato cotengente T*Q
con la forma simplettica canotica w = dp; A dq" allora (in base a quanto visto
nell’Esempio 25) il campo di hamiltoniana f é

o _ 90 00
I~ Opi ¢ dq' Op;

quindi la parentiesi di Poisson associata alla forma simplettica é

_90f 09 9Of 9
- Op; 0" 9q' Op;

{fvg} = w(Xf7X9)

In campi hamiltoniani definiti su varieta di Poisson (e quindi in particolare su
varieta simplettiche) godono della seguente importante proprieta.

Proposizione 25 Se X7 e X, sono due campi hamiltoniani su di una varieta
di Poisson (M,{-,-}) allora il loro commutatore [ Xy, X4] é ancora hamiltoniano
e vale

(X7, Xg] = X193 -

In altri termini Ham (M) ¢ un’algebra di Lie.

Dimostrazione: Applicando [Xy, X,] ad una generica funzione h e utilizzando
la definizione di campo hamiltoniano e si ottiene

(X5 Xgl(h) = Xj(Xg(h)) — Xg(Xy(h))
{fa {g,h}} - {ga {fvh}}
= {{fighh} = X0 (h)

Nel penultimo passaggio si ¢ utilizzata I'identita di Jacobi nella forma { f, {g, h} }+
{9,{h, f}} = —{h,{f,g}}, e da questo segue la tesi. ]
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I due risultati seguenti riguardano, invece, le proprieta delle simmetrie di un
tensore di Poisson. In particolare la Proposizione 27 si puo interpretare come
una generalizzazione al caso delle varieta di Poisson della Proposizione 23.

Proposizione 26 Data una varieta di Poisson (M,{-,-}), Uinsieme delle sim-
metrie Sym(M) é un’algebra di Lie ed inoltre Z € Sym(M) se e solo se é una
derivazione della parentesi di Poisson, cioé

Z({f,93) ={2(f), 9} +{f, 2(9)}- (2.7)

Dimostrazione: Siccome vale la proprieta L[X,y} =LxLy—LyLxseLxP =
Ly P = 0 allora Lix,y)P = 0. Inoltre dalla definizione di derivata di Lie segue

(LzP)(df,dg) = Z({f,g}) —{Z(f),9} —{f, Z(9)}

e quindi Lz P = 0 se e solo se vale la relazione (2.7). O

Proposizione 27 Dato il campo vettoriale X = PO vale
(Lx P)(¢,¢) = dO(Po, Pyp) Vo,
e quindi Lx P =0 se e solo se § ¢ C-chiusa. In altri termini
Loce(M) = Sym(M)NC.
Dimostrazione: La ‘dimostraziong risulta pit semplice utilizzando le compo-
nenti. Posto Y7 = PY¢; e Z7 = P, si ha:

(LxP)¥ = X'gP¥ — Py X" — Plo X7
= PM0,0,PY — PY9,(P*0y) — P"0y(P"6y)
= (PM9,PY + P9, PI* 4 PI'9,P*)0), 4 (O10; — 0,0,) P* PY
= (Opb; — 0,0y,) P P!

dove si & utilizzata l'identita (2.2) per le componenti del tensore di Poisson. Si
ottiene quindi

(LxP)7¢p; = (On0; — 0101,) PE P gy = (dO) i Y Z' .

Non tutte le simmetrie di una varieta di Poisson appartengono alla dis-
tribuzione caratteristica C.
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Esempio 29 Si consideri R? con la struttura di Poisson data nell’Esempio 26.
1l campo Z = % non appartiene alla distribuzione caratteristica ma ugualmente
soddisfa Lz P =0 e quindi é una simmetria del tensore di Poisson:

Udhie = solfiod—{dah 1552
0 0%f 0g  0°f 0g Of 0%°9 Of 9%g
B %{f,g} "~ Opde dq + dqdc dp  Bp dqdc + dq Opdc
= U - (2 2 D3I
c ¢ 0Up oq ¢ 0q op
Osservazione 26 La tipologia delle simmetrie nelle varieta di Poisson é dunque
molto pit varia che nelle varieta simplettiche dove coincidono con i campi sim-
plettici per la la Proposizione 23. Nel caso in cut il tensore di Poisson sia
degenere infatti non solo le simmetrie si ottengono da forme non mecessaria-
mente chiuse, ma possono anche non essere immagini di alcuna forma perché
non appartenent: alla distribuzione caratteristica.

Proposizione 28 Se LxP =0 e Y = P60 allora
[X,Y] = P(Lx0)
inoltre
e se 6 ¢ C-chiusa allora Lx0 é C-chiusa;

e se 0 ¢ chiusa allora Lx0 é esatta e quindi [X,Y] é hamiltoniano con
hamiltoniana ix 6, in particolare se § = df Uhamiltoniana ¢ X (f);

e se 0 é C-chiusa e X = P¢ (e quindi per la Proposizione 27 anche ¢ ¢
C-chiusa) allora [X,Y] & hamiltoniano con hamiltoniana ix6 = —iy .

Dimostrazione: La prima proprieta di ottiene semplicemente applicando il
fatto che la derivata di Lie & una derivazione delle contrazioni:

[X,Y] = Lx(P0) = (LxP)0 + P(Lx0) = P(Lx0).

Siccome sia Lx P = Ly P = 0 per I'Osservazione 26 vale Lx y)P = 0 e inoltre
[X,Y] € C quindi applicando la Proposizione 27 segue che Lx6 & C-chiusa. Le
restanti proprieta dipendono dall’analisi di Lx6 = ixdf + dix6, in particolare
se df = 0 segue subito che Lx0 = d(ix0), e se in particolare § = df si ha
ix0 = X(f). Infine se X = P¢ e 6 ¢ C-chiusa per dimostrare che [X,Y] ¢
hamiltoniano & sufficiente provare che Pixdf = 0, ma applicandolo ad una
qualsiasi funzione f si ha:

(Pixd0)(f) = Plixdd,df)
= —ix,ixd0
= df(X,Xy)=0
poiché X, Xy € C e 0 ¢ C-chiusa. a
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Osservazione 27 Il precedente risultato puo essere compendiato nelle relazions

(Sym(M), Loce(M)] € Loce(M)
[Sym(M), Loc(M)] < Ham(M)
[Loce(M), Loce(M)] € Ham(M)

e quindi nell’algebra di Lie Sym(M) si ha la sequente catena di ideali:
Ham(M) <1 Loc(M) <1 Loce (M) < Sym(M) .

Corollario 29 Nel caso simplettico Sym(M) = Loc(M) = Loce(M) ¢é lin-
sieme dei campi simplettici, per cui il commutatore di due campi simplettici é
hamiltoniano:

[Sym(M), Sym(M)] C Ham(M). (2.8)

Da cio seque Ham (M) ¢é un’ideale (e quindi una sottoalgebra) di Sym(M).
Osservazione 28 Questo corollario si puo ottenere direttamente dalla definizione
di campo simplettico: presi sue campi simplettici X eY (cioé tali che dixw =

dIyw = 0) e utilizzando la formula ix,y]@ = Lxiya — ity Lxa si oltiene

i[X7y]w = inwaiyLXw

ixd(iyw) + d(ixiyw) — 1y (dixw + ixdw)
d(ixiyw) = —d[w(X7Y)]

e quindi il campo [X,Y] é hamiltoniano. Si puo inoltre dimostrare con tecniche
pit. complesse [4] che nelle varieta simplettiche [Sym(M), Sym(M)] coincide
esattamente con Ham(M).
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Capitolo 3

Azioni simplettiche

3.1 Mappa momento

Definizione 23 Un’azione C*™° o di un gruppo di Lie G su di una varieta
simplettica (M,w) si dice simplettica se

* —_
O'gUJ—CL)

cioé se 0 manda G non nei generici diffeomorfismi di M ma nel gruppo dei
simplettomorfismi.

Osservazione 29 Se l'azione o di un gruppo di Lie G su di una varietd sim-
plettica (M,w) é simplettica allora la derivata dell’azione soddisfa

L(-,(X)w = di(-,(X)w =0 VX e g,
cioé il campo 6x € simplettico. Il viceversa vale se G é semplicemente connesso.

Esempio 30 Si consideri la sfera (S?,dh A d0), Uazione o4(0,h) — (0 +t,h)
del gruppo a 1-parametro delle rotazioni attorno all’asse verticale agisce in modo
simplettico. Infatti, siccome 0=0+teh=nh, valedd =df e dh = dh e quindi
la forma simplettica rimane invariata.

Esempio 31 Si consideri R2" con la struttura simplettica standard > dys Adag,
Dazione delle traslazioni 75 : (Z,7) — (& + 0,9) agisce in modo simplettico. In-
fatti anche in questo caso dz; = dx;, dy; = dy; e quindi la forma simplettica é
mvariata.

Esempio 32 $i consideri RS come spazio cotangente di R3, con coordinate ¢, p;

e forma simplettica w = dp; Adq'. L’azione O(3) x RS — R® indotta dall’azione
delle rotazioni p presentata nell’Esempio 14 e definita da

7t = O;q] (Ot) p] 5
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dove O" indica la matrice trasposta di O, ¢ un’azione simplettica. Infatti
dp; A dg' = 0" Oldpy A dg’ = dp; Adg’,
poiché le matrici ortogonali soddisfano OO = 11.

Esempio 33 Tutti gli esempi precedenti sono cast particolari di una costruzione
generale che, a partire da un’azione su una varieta QQ, permette di definire
un’azione sul fibrato cotangente T*Q che risulta automaticamente simplettica.
Si consideri ’espressione in coordinate dell’azione g — o4:

e sia Jg la matrice definita dalla relazione:

- Qok A
(Jg)k 8q? =9;. (3.1)
1l sollevamento al fibrato cotangente dell’azione é espresso in coordinate come
' =oi(@) B = (Jy)lp;,

si verifica semplicemente che essa conserva la forma simplettica w = dp; A dq*.
Si che se si considera la 1-forma o : ¢ — o4, dove ay € pensato come un
vettore riga, e un campo vettoriale Y : ¢ — Y, allora

(agdy, Yg.q) = (g, (Uzy)q> (3.2)

dove oyY ¢ il pull-back di'Y attraverso oy.
La derivata dell’azione o si calcola ponendo g = exp(—tY') e associa a Y € g
il campo vettoriale su )

)
con oy = —| 0,4.
q’ Y dt 0 g9

Derivando Uequazione (3.1) e osservando che (J1.)s = 85 si ottiene

Al G0
Calcolando
d i _of d ;  Of d j
dt Of<q apl) - aqz dt Oag + aplp] dt O(Jg)i

_ i 9f (9 )\ 9f
Yag P1\og’Y ) op;

st ottiene che la derivata dell’azione sollevata al tangente associa a 'Y € g il
campo vettoriale

0 8 .\ 0
N og P (aq> o (3.3)
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Definizione 24 Sia o un’azione simplettica di un gruppo di Lie su di una va-
rietd simplettica (M,w) tale che esiste una funzione lineare A : g — F(M) che
soddiffa per ogni Y € g

oy = Xx\(v) - (3.4)

Allora & possibile definire la funzione p: M — g* come
(w(x),Y) =AY)(z) VY eg.

La funzione p viene detta mappa momento mentre \ viene chiamata mappa
comomento.

Osservazione 30 Data un’azione o di un gruppo di dimensione finita per cui
esiste una funzione \ : g — F(M) non necesariamente lineare tale oy = X5
& sempre possibile costruire una nuova funzione A : g — F(M) con la soddisfa
la (3.4) e risulta lineare. Infatti scelta una base {e;} di g é sufficiente definire

MY le;) =YiX(e).

Per costruire la mappa momento per un’azione di un gruppo di dimensione finita
e quindi sufficiente che tutti i generatori infinitesimi dell’azione siano campi
hamiltoniani.

Alcune condizioni sulla topologia della varieta M oppure sull’algebra di Lie del
gruppo assicurano che ogni azione simplettica ammetta una mappa momento

Proposizione 30 Se Hip(M) =0 oppure g = [g,g] allora ogni azione simplet-
tica ammette una mappa momento.

Dimostrazione: La prima condizione assicura che ogni forma chiusa sia anche
esatta, ma se un’azione € simplettica i suoi generatori infinitesimi sono associati
a forme chiuse e quindi sono automaticamente hamiltoniani. La seconda con-
dizione invece assicura che ogni elemento dell’algebra puo essere scritto come
il commutatore di altro due elementi dell’algebra, ma ¢ € un omomorfismo di
algebre di Lie e il commutatore di due campi simplettici € sempre hamiltoniano
e quindi ¢ associa ad ogni elemento dell’algebra g un campo hamiltoniano. O

Proposizione 31 Data un’azione simplettica o che ammette una mappa mo-
mento con mappa comomento X\, allora per ogni Y, Z € g si ha

X2 = X a@)y - (3.5)
Dimostrazione: Utilizzando la Proposizione 25 e la Proposizione 16 si ottiene:

Xoma@y = [Xow), Xaz) = oy, 0z] = opy,z1 = Xav,2)) -
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Definizione 25 Si consideri un’azione simplettica di un gruppo G su una va-
rieta simplettica M che ammette una mappa momento, con mappa comomento
A:ig— F(M). La mappa momento & detta (globalmente) equivariante se per
ogni g € G, X € g ex € M wvale

A(AdyX)(g - x) = AM(X)(z)

o equivalentemente

(g - ) = Adg p(x).

Osservazione 31 L’equivalenza delle due di mappa momento equivariante si
ricava ponendo nella prima X = Ad,1Y e utilizzando la definizione di mappa
momento:

AMAdgX)(g-x) = (u(g - v),AdgX) = (u(g-2),Y)
ANX) (@) = (u(z), Adg-1Y) = (Adgp(z),Y).

Si osservi che la seconda formulazione corrisponde al concetto generale di equi-
varianza secondo la Definizione 4 se si considera [’azione coaggiunta Ad; del
gruppo G su g*.

Proposizione 32 Se un’azione simplettica o di un gruppo G ammette una
mappa momento equivariante allora per ogni Y,Z € g la mappa comomento
soddisfa la relazione

MY, Z]) ={AY), A(2)} . (3.6)

Cioé & un morfismo tra l'algebra di Lie g e Ualgebra di Lie F (M) con la parentesi
di Poisson.

Dimostrazione: Siccome ’azione ammette una mappa momento equivariante
la mappa comomento soddisfa

AAd,Z) 00y = N(Z),

ponendo g = exp(tY’) e calcolando la derivata in ¢ = 0 si ottiene

d d d
% OA(Ang) oo, = )\(a OAng) 001, + o ) MAdi,Z)o0,=0.
Ma %’oAdQZ = adyZ e %|0)\(Z) o o, € lapplicazione alla funzione A(Z)

del campo vettoriale con flusso o4. Per la definizione di derivata di un’azione
Texp(ty) © il flusso di —dy, quindi si ottiene

Aady Z) — 6y [/\(Z)] —0

e poiché oy (f) = Xxw)(f) = {MY), f} st ha A([Y; Z]) = {AM(Y), A(Z)}. o
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Definizione 26 La proprietd (3.6) é chiamata equivarianza infinitesimale, le
azioni con mappe momento che soddisfano la proprieta di equivarianza infinite-
simale sono dette azioni hamiltoniane.

In altre parole, un’azione simplettica é hamiltoniana se la mappa comomento
Ai(g,[,]) = (F(M),{,}) éun morfismo di algebre di Lie.

Corollario 33 Se lazione o é hamiltoniana e [Y, Z] = 0 allora le due funzioni
AY) e M(Z) sono in involuzione.

Osservazione 32 L’equivarianza di una mappa momento implica quindi la sua
equivarianza infinitesimale mentre il viceversa non € sempre valido. Se pero
si ha un’azione simplettica di un gruppo G conmesso su una varieta simplet-
tica M anch’essa connessa allora la proprieta di equivarianza infinitesimale
implica Uequivarianza globale dell’azione. Si veda [8] pagine 351-357 per una
dimostrazione di questo risultato e ulteriori informazions.

Non tutte le mappe momento sono equivarianti: la relazione (3.5) infatti
implica che {A(Y),\(Z)} — A([Y, Z]) sia una funzione costante sulle componenti
commesse della varieta simplettica, ma questa non € necessariamente nulla. Il
seguente esempio descrive un’azione con una mappa momento non equivariante.

Esempio 34 Si consideri R? con la forma simplettica canonica dyAdx e lazione
naturale del gruppo affine:

=

= xcosf —ysinf + xg
= xsinf 4+ ycosb + yy

<

Questa azione ¢ simplettica, come si verifica immediatamente, e i generatori
corrispondenti alle due traslazioni e alla rotazione, cioé alla base eq,es,es del-
lalgebra di Lie sono rispettivamente

0 0 0 0
1 or’ 2 dy 3 yax xf)y
e sono hamiltoniani con hamiltoniane hy = A(e1) = —y, ha = Ae2) = z e

hs = Aes) = 3(2® +y?). Il duale dell’algebra di Lie ¢ isomorfo a R® prendendo
1,j, k come base duale di ey, ea,es3, quindi la mappa momento e data dal vettore
—2i—yj + %(wQ + y?)k. Questa mappa momento non soddisfa l’equivarianza
infinitesimale, e quindi non € neppure equivariante: i due campi X; e X,
infatti, commutano tra loro mentre {\(e1), A(e2)} = {—y,z} = —1.

Un caso particolare di azioni simplettiche che generano mappe momento
automaticamente equivarianti sono i sollevamenti al cotangente 7@ delle azioni
di un gruppo su una varieta @, introdotti nell’Esempio 33.

Teorema 34 Data l'azione 0 : G X Q — Q il suo sollevamento al fibrato cotan-
gente ammette una mappa momento p : T*Q — g* equivariante data dalla
formula

(1(g; aq),Y) = (v, 0y)
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dove (g, q) € un generico punto di T*Q, a é la 1-forma ¢ — ag e Y € g.
Dimostrazione: Il campo (3.3) & un campo hamiltoniano con hamiltoniana

MY) = ppk. Quindi A(Y)(q, o) = (g, 6y (q)) = {, &y ). L’azione sollevata
risulta equivariante per le proprieta (3.2) e (1.5):

(1(g - q,04Jy),Y)

M(% O‘q)’ Adg*1 Y>

La presenza di una mappa momento permette di formulare in modo geo-
metrico la presenza di leggi di conservazione legate alle simmetrie di un sistema
hamiltoniano.

Teorema 35 Sia o : G X M — M un’azione hamiltoniana di un gruppo di Lie
su di una varieta simplettica (M,w) e sia h € F(M). Allora per ogni'Y € g

oy (h) ={\Y),h}.

In particolare se oy (h) = 0 la funzione AN(Y) é una costante del moto. Se
oy (h) =0 per ogni Y € g allora la mappa momento u : M — g* si conserva
lungo il flusso ¢; del campo hamiltoniano Xp,:

poor=p.

Dimostrazione: Siccome o ¢ hamiltoniana vale 6y = X (y) e per definizione
del campo hamiltoniano X}, associato a h si ha ix,w = —dh. Allora

oy(h) = (oy,dh) = —(Xxy),ix,w)
= w(iX}mX)\(Y)) = {hv )‘(Y)} .
Se ora ¢y (h) = 0 si ha {h,A\(Y)} = 0 e quindi A\(Y) & una costante del moto,
cioe
A(Y) 0 6y = A(Y).

Se 6y (h) = 0 per ogni Y € g dalla definizione della mappa momento si ottiene

YWeg (pood,Y)=(nY) = podi=p.
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3.2 Orbite coaggiunte e varieta di bandiera

Si consideri la rappresentazione coaggiunta su un gruppo di Lie e un’orbita O,,
n € g*. Nell'Esempio 23 si visto che su O, ¢ ben definita la forma non degenere:

wy(ad’yn, adyn) = (1, [X,Y]).

Si dimostrera ora che w € una forma simplettica e al tempo stesso che ’azione
di G su O, & hamiltoniana. Per ogni X € g, sia A(X) la funzione data da

AX) () = {n, X)) -
Allora A : g — F(O,) ¢ una funzione lineare tale che

ingzw = d(A(X)).

Infatti
RO = G| A fexp -y )
= &O@,Adx(expﬂ/))
= <777 [X7Y]>

= wy(adyn,adyn)
= wn(Ad}mAd;n%
Da questo segue che w & C*°, G-invariante e chiusa. Per la chiusura, basta
osservare che
iA-d;dw = LA-d;w—diA-d;(w
= —ddA(X)(n)
0.

Inoltre, I’azione di G su O, ¢ simplettica con mappa momento u : O, — g* con

(1(n), X) = AX)(n) = (n, X) .

Dunque la mappa momento é l'inclusione. L’azione ¢ hamiltoniana in quanto

{AX), A V) = wy(adxn, adyn)
= <’r]’ [X7 Y]>
= ANX,Y])(n).

Si osservi che se G € un gruppo di Lie semisemplice, si puo usare una qualunque
forma bilineare invariante non degenere (come la forma di Killing, cfr. Propo-
sizione 14) per identificare g* con g e quindi le orbite coaggiunte con le orbite ag-
giunte. Le orbite della rappresentazione aggiunta di un gruppo di Lie semisem-
plice sono le wvarieta di bandiera complesse. Una varieta di bandiera complessa
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“classica” ¢ un’orbita della rappresentazione aggiunta di SU(n). L’algebra di Lie
su(n) di SU(n) & data da su(n) = {A € gl(n,C) | A* = —A, TrA = 0}. L’azione
aggiunta consiste semplicemente nel coniugio. Notiamo che il sottospazio di
su(n) dato dalle matrici diagonali

i1 0

t= .. > Ai=0

0 iAn

incontra ogni orbita; infatti ogni matrice di su(n) puo essere diagonalizzata per
coniugio con una matrice unitaria speciale. Pertanto e possibile considerare solo
le orbite di elementi di t. Il sottospazio t € in effetti una sottoalgebra abeliana
massimale, detta sottoalgebra di Cartan. Le orbite nel caso n = 3 sono descritte
nel seguente modo:

o se H = diag(iA1,iA2,iA3), con A\ # Ay # Ag, allora Ad(SU(3))H ¢ la
varieta F1 o 3 delle bandiere complete V1 C Vo C V3 in C3;

o se H = diag(A1, A2, A3), con A\ = A2 # A3, Ad(SU(3))H ¢ la varieta di
bandiera parziale che si identifica con lo spazio proiettivo complesso CP2.

Un ulteriore fatto importante & che (Ad(SU(n))X)Nt & un’orbita del gruppo
di Weyl, come illustrato nel caso di n = 3 dalla seguente figura

Fio3 CP?

E possibile restringere I'azione aggiunta di SU(n) all’azione di un toro mas-
simale (sottogruppo abeliano massimale). Un toro massimale T' di SU(n) si
ottiene come expt ed e formato da matrici diagonali. Nell’identificazione del-
I’applicazione aggiunta con la coaggiunta la mappa momento p coincide con
I'insieme delle funzioni altezza {fx }xeci dove

fXO_)Rp’_)<p7X>7

e O e un’orbita.

Per azioni hamiltoniane di tori vale un teorema di convessita di Atiyah,
Guillemin e Sternberg [3, 5]: se (IV,w) & una varietd simplettica compatta, T’
un toro che agisce su N in modo hamiltoniano, p : N — t* la mappa momento
della T-azione hamiltoniana e F' & I'insieme dei punti fissi della T-azione, allora
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e u(F) ¢ finito;
e u(N) & linviluppo convesso di u(F);

o dim H*(N,Z) = dim H*(Cx,Z) per ogni X € t, dove Cx ¢ I'insieme dei
punti critici di fx e H* & ’anello di coomologia.

Per una varieta di bandiera complessa (orbita coaggiunta) O,, considerato
il toro massimale T', si ha che u(F) = O, Nt & un’orbita del gruppo di Weyl.
Nel caso di SU(3) e O = F} 53, 'immagine della mappa momento ¢ l'interno
del poligono rappresentato in figura.
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Appendice A

Richiami di geometria
differenziale

Definizione 27 Una varieta differenziabile liscia n-dimensionale M € uno spa-
zio topologico di Hausdorff dotato di una base numerabile di aperti (secondo
assioma di contabilita) tale che

e per ogni punto x € M esiste una coppia (U, ®) detta carta, dove U é un
intorno dix e ® : U — ®(U) CR™ & un omeomorfismo;

e date due carte (U,®) e (V,¥) con UNV # O la funzione ¥ o &1 :
QUNV)—=T(UNV) édi classe C*° come mappa R — R™.

Definizione 28 Un’applicazione ¢ : M — N tra due varieta di dimensione
rispettivamente m e n si dice differenziabile di classe C*° o liscia se per ogni
coppia di carte (U, ®) su M e (V,¥) su N con ¢(U)NV # () la mappa ¥opod~1
e di classe C*° come mappa R™ — R™.

Un’applicazione di classe C* il cui inverso sia anche di classe C*° prende il
nome di diffeomorfismo.

Un’applicazione v : (—e,€) CR — M di classe C* ¢ una curva (parametriz-
zata) liscia su M, passante per x = ~(0).

Un’applicazione f : M — R di classe C*° ¢ una funzione (reale) liscia su
M ; Uinsieme delle funzioni lisce sulla varieta M wviene indicato con F(M) ed
e un’algebra associativa con l'usuale combinazione lineare e moltiplicazione di
funzioni.

Definizione 29 Un campo vettoriale (liscio) X sulla varieta differenziabile M
¢ una derivazione dell’algebra F (M), cioé un’applicazione R-lineare F(M) —
F(M) che soddisfa la regola di Leibniz:

X(fg)=X(flg+ fX(9).

L’insieme dei campi vettoriali su M si indica con X(M) ed é un F(M)-modulo.
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Una curva v passante per x € M é tangente in x al campo vettoriale X se,
per ogni f € F(M),

Proposizione 36 Il commutatore di due derivazioni é ancora una derivazione,
e quindi dati due campi vettoriali X e Y ¢ possibile definire il campo vettoriale

(X, Y1(f) = X(Y(f)) =Y (X(f))-

La parentesi di Lie [+, -] é R-bilineare, antisimmetrica e soddisfa identita di
Jacobi; [ X, [V, Z)| +[Y,[Z, X]] + [Z,[X,Y]] = 0. Quindi l'insieme X(M) consi-
derato come spazio vettoriale reale, anziché come modulo su F(M), é un’algebra
di Lie (generalmente di dimensione infinita).

Definizione 30 Il duale X*(M) di X(M) come F(M)-modulo é l'insieme di
tutti gli operatori F(M)-lineari X(M) — F(M). Un elemento di 8 € X*(M) é
detto 1-forma differenziale (liscia) e la sua applicazione su di un campo vettoriale
X si indica con (0, X). Il differenziale di una funzione f € F(M) ¢ la 1-forma
df tale che, per ogni X € X(M),

(df, X) = X(f)-

Definizione 31 Su di una varieta differenziabile M, un campo tensoriale (lis-
cio) r volte controvariante e s volte covariante, detto anche tensore di tipo (r, s),
é un operatore F(M)-multilineare

X (M) x -+ x X5(M) x X(M) x -+ x X(M) — F(M).

s S

In particolare i campi vettoriali sono campi tensoriali di tipo (1,0), le 1-forme
sono campi tensoriali di tipo (0,1) e le funzioni sono campi tensoriali di tipo
(0,0). Linsieme dei tensori di tipo (r,s) verrd indicato con X7%(M).

Un tensore w, k volte covariante e antisimmetrico, cioé tale che w(Xy, ..., Xx)
cambi segno per ogni scambio dei campi vettoriali X;, prende il nome di k-forma
differenziale. L’insieme di tutte le k-forme viene indicato con QF(M).

Definizione 32 Il differenziale esterno della k-forma w ¢é la (k + 1)-forma

k
dW(Xo,Xh...,Xk) = Z(—l)le(w(Xo,,X“,Xk))—F
i=0
> (=1)w(X, X5), Xo, - Xy, Xy X)
0<i<j<k

dove X; indica che si é omesso il campo vettoriale X;.
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Esempio 35 I differenziale esterno di una funzione coincide con il differenziale
ordinario. Il differenziale esterno di una 1-forma 6 ¢
dO(X,Y) = X(0(Y)) - Y(0(X)) — 0([X, Y])
in componenti: (d0);; = 0,0; — 0;0;. Il differenziale esterno della 2-forma w é

dw(X,Y,2) = X(w(Y,2))+Y(w(Z, X))+ Z(w(X,Y))
_w([Xv Y]vz) - w([yv Z]vX) - w([Zv XLY)

cioé, in componenti: (dw);jr = Okwij + Ojwjk + OjWhi-

Definizione 33 Dato un campo vettoriale X e una (k + 1)-forma w il loro
prodotto interno é la k-forma

ixw(Xl, N ,Xk) = w(X,Xl, . ,Xk) .
Nel prodotto interno si satura quindi il primo argomento della forma.

Definizione 34 Sia X un campo vettoriale. La derivata di Lie di una funzione
f lungo X é

la derivata di Lie di un campo vettoriale Y lungo X é
LxY =[X,Y]
e la derivata di Lie dei una 1-forma o lungo X é definita da
Lxa(Y) = X(a(Y)) — o([X,Y]).

Dato ora un tensore T € X™*(M) la sua derivata di Lie lungo X é definita dalla
formula generale

(LxT)(Oél,...,OZT,Xh...,XS) = X(T(ah...,ar,Xl,...,Xs))

T
—ZT(al,...,ani,...,ar,Xl,...,Xs)
i=1

=Y T(on,... 00, X1, Lx Xy, X))
=1

Teorema 37 Dati il campi vettoriali X eY e la forma differenziale 8, valgono
le sequenti relazionai:

1. d2=dod=0;
2. i%gZiXOZ'XZO,'

3. Lixy)=LxLy — LyLx;
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4, ’L.[X7y]0 = inya - iyLXe,'
5. formula di Cartan: Lx6 = dix0 + ixd6.

Definizione 35 Dato un diffeomorfismo tra varieta differenziabili ¢ : M — N
é possibile definire, per ogni tipo di tensore, il pull-back ¢* : X™*(N) — X"*(M)
e il push-forward ¢, : X"*(M) — X™*(N).

Il pull-back di una funzione g € F(N) & lunica funzione su M definita da
f=0o¢*g=go¢, viceversa g = ¢.f = foo~ ! & il push-forward di f.

Il pull-back di un campo vettoriale Y € X(N) ¢é l'unico campo vettoriale
X = ¢*Y € X(M) tale che, per ogni f € F(M)

X(f)=Y(fod oo,

viceversa Y = ¢ X é il push-forward di X.
1l pull-back di una 1-forma 3 € X*(N) ¢é lunica 1-forma o = ¢* € X*(M)
tale che, per ogni X € X(M)

<aaX> = <57¢*X> °¢;

viceversa 3 = ¢« € il push-forward di o.
Infine, il pull-back di un tensore S di tipo (r,s) su N é l'unico tensore T =
@*S di tipo (r,s) su M definito da

T(Oll, .. .,Oér,Xl, . ,Xs) = S(gb*al,. . .,(ZS*OLT,(ZS*Xl, .. .,¢*Xs) O¢,
mentre S = ¢. T é il push-forward di T.

Teorema 38 Siano ¢ e diffeomorfismi, X eY campi vettoriali, w una k-forma
e T un campo tensoriale. La notazione ¢-T indichi indistintamente il pull-back
¢*T o il push-forward ¢, T. Valgono allora le sequenti proprieta:

1 ¢ =(¢71)", "0 T =T}

- (Potp)s =i 0y, (poyh)” =4 0¢";

3. ¢ (T(ary..yar, X1y, X)) = (0 T)@-01,...,0r, - X1,...,0-Xs);
4. ¢ [X)Y]=1¢-X,0-Y];

5. ¢ (ixw) =igx(¢-w);

6. ¢ (dw) = d(¢-w);

7. ¢ (LxT)=Lypx¢-T.

Teorema 39 Dato un campo tensoriale T', un campo vettoriale X e il suo flusso
¢t st ha

IS}

d * *
&rj)tT: o LxT.

In particolare dato il campo vettoriale Y

[X,Y]=LxY = 4

JY .
3|
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