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Prefazione

Questa breve monografia si propone di presentare in modo piano e sintetico, ma con di-
mostrazioni rigorose e complete, i principali temi della moderna teoria della misura e della
integrazione.

Gli enunciati sono moderatamente generali e le dimostrazioni, tra le tante spesso possibili,
sono scelte con l'intenzione sia di offrire un percorso “naturale” di comprensione delle costruzioni
e delle tesi proposte, sia di fornire la traccia per la dimostrazione di risultati pit avanzati, nel
contesto di strutture piu generali o di ipotesi piu deboli.

L’intento & di fornire un materiale didattico sufficientemente avanzato, ma accessibile a stu-
denti del secondo biennio del Corso di laurea in Matematica, e anche quello di proporre un breve
manuale di agile consultazione e riferimento.

Moltissime sono le presentazioni della teoria della misura e dell’integrazione, alcune delle
quali costituiscono un riferimento fondamentale e irrinunciabile per ogni studioso. Ma non abbi-
amo voluto fornire una vasta bibliografia: abbiamo soltanto indicato i testi effettivamente usati
per la redazione di questa monografia e le opere alle quali facciamo esplicito riferimento. Il ma-
teriale esposto ¢ tratto essenzialmente da Kolmogorov-Fomin[8], Doob[4], Rudin[10], spesso con
considerevole elaborazione della presentazione, dei collegamenti e del percorso di dimostrazione.

Il lavoro che presentiamo & collegato al corso di Istituzioni di analisi superiore, che "autore
ha svolto per molti anni accademici presso il Corso di laurea in Matematica dell’Universita di
Torino. Agli studenti del corso sono stati offerti brevi fascicoli che coprivano i temi dei sin-
goli capitoli, fascicoli frequentemente aggiornati e messi a disposizione anche in rete sul sito
del Dipartimento di matematica. L’aggregazione dei fascicoli concernenti la teoria della misura
e dell’integrazione, notevolmente ampliati e pili organicamente interconnessi, ha condotto alla
redazione di questa monografia.

L’attuale corso di Istituzioni di analisi superiore ¢ diviso in due moduli. Il primo modulo,
rivolto a tutti gli studenti del secondo biennio, oltre a primi elementi di analisi funzionale e
di teoria delle funzioni olomorfe, propone le basi della teoria della misura e dell’integrazione,
svolgendo essenzialmente il contenuto dei Capitoli 1 e 2 e presentando una sintesi dei risultati
dei Capitoli 4 e 6 di questo testo. Il materiale degli altri capitoli & utilizzato, parzialmente, nel
secondo modulo, che ha un carattere piu1 avanzato e presenta, oltre a complementi di teoria del-
la misura, temi concernenti i fondamenti dell’analisi funzionale, alcuni metodi di compattezza,
elementi di teoria spettrale e di analisi armonica.

Sono in preparazione altri due testi che, insieme a quello ora presentato, copriranno tutti i
temi del corso.

Torino, giugno 2001
ANGELO NEGRO
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Capitolo 1

o-Algebre. Misure. Funzioni
misurabili

1.1 o —algebre e spazi misurabili

Definizione. Una famiglia R di sottoinsiemi di un insieme X (R C P(X)) costituisce un
anello se e solo se R # 0, e, qualsiansi A, B:

A BER = ANB, AUB, AAB, A—-BcR.

Ricordiamo che z € A — B equivale a x € A e z ¢ B. Inoltre AAB = (A — B)U (B — A).
Dunque un anello é stabile per tutte le usuali operazioni insiemistiche che coinvolgono un nu-
mero finito di suoi elementi. Tuttavia, essendo A° = X —A,se A€ R, A° € Rseesolose X € R.

Si osservi che ¢ sufficiente chiedere che AN B e AAB appartengano a R. Infatti
AUB = (AAB)A(ANnB) , A-B=AA(ANDB).
Ovviamente ) = A — A € R.

Il termine anello deriva dal fatto che l'insieme delle funzioni caratteristiche x 4 degli insiemi
A della famiglia, munita delle operazioni di somma e prodotto seguenti:

XANB = XA XB , XAAB = X4 +XxB (mod 2) ,

¢ un anello nel senso algebrico usuale.

Definizione.Una famiglia di insiemi A si dice algebra se e solo se essa ¢ un anello dotato
di unita, cioé se esiste un insieme E € A, detto unita, tale che per ogni A € A si abbia A C E.
In tal caso ovviamente A C P(E) ed in genere X non interviene ulteriormente. Nel seguito
supporremo E = X e diremo dunque che A é un’algebra se e solo se X € A .
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Veniamo ora alla definizione pit importante.

Definizione. A si dice c—algebra se e solo se A é un’algebra e
{4ptnen CA= U A, €A

Di conseguenza si vede facilmente che una sigma-algebra é stabile per tutte le usuali oper-
azioni insiemistiche che coinvolgono una infinita numerabile di suoi sottoinsiemi. Ad esempio

NpA, € A.
Si controlla immediatamente che A & una sigma-algebra se e solo se A # () e
AA, e A= A% U A, € A.
Si osservi che, se vale 'implicazione precedente, allora
X=AUAc A.

Esempio elementare. Sia C una partizione finita o numerabile di X e sia A I'insieme di tutte le
unioni finite o numerabili di elementi di C:

C={Culnen , A={UjecsCj}icn -

E immediato verificare che A & una o-algebra.

Spazio misurabile. La coppia (X, A) , dove A é una c-algebra in X si dice spazio misura-
bile.

Ovviamente in uno stesso insieme X si possono introdurre diverse strutture di spazio mis-
urabile, selezionando diverse sigma-algebre in X. Quando non ci possano essere equivoci sulla
sigma-algebra selezionata, questa viene sottointesa dicendo brevemente che X & uno spazio mis-
urabile. Gli elementi della sigma-algebra si dicono insiemi misurabili.

Data una famiglia F di sottoinsiemi, si indica con A(F) o con o(F) la pilt piccola o-algebra
contenete F. Essa viene detta la o-algebra generata da F. La defnizione é corretta perche

1) se {Ai}ier , dove T & un insieme arbitrario, & una collezione di o-algebre, allora Nier Az &
ancora una o-algebra.
Infatti

VtAGAtéVtACGAtéAC€ﬂtETAt 5

Vit An c At =Vt U, An c At = UnAn S mteT.At .
2) Esiste almeno una o-algebra contenete F, ad esempio P(X) .

Dunque A(F) & 'intersezione di tutte le o-algebre contenenti F .

Proposizione. Sia f: X — Y una applicazione ovunque definita e A una o-algebra in Y.
Allora f=(A) ¢ una o-algebra in X . Dimostrazione. Infatti

AcA e B=fYA)=A°c A e B = f1(A%),

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



A Negro, Teoria della misura 7

VnAp €A e By=f Y(An) = UpAp € Ae Uy By = f 1(UnAy) .

Proposizione. Sia f: X — Y una applicazione ovunque definita. Allora

A(fHF) = fTHAF) -

Dimostrazione. Infatti per il punto precedente f~!(A(F)) & una sigma-algebra O f~!(F) e per
ogni sigma-algebra Ay 2 F (dunque Ay O A(F) ) risulta che f~1(A7) & una sigma-algebra
tale che

F7HA7) 2 fTHAF) 2 F71(F) -
Sia ora B una qualunque sigma-algebra O f~!(F) . Essa non & necessariamente della forma
f1(Az) con Ay O F e Ay o—algebral. In tal caso si ponga

B ={BeB|3IACY B=fl(4)} =LA,

dove

A= {ACY | [ (A)eB}.

Controlliamo che A* | la quale evidentemente contiene F , & una sigma-algebra:
YA =BeB= f 1 (A)=B°cB= A°c A",
Vn f7Y(A,) =B, € B= f7Y(U,A,) =U,B, € B=U,A, € A* .

Dunque ogni sigma-algebra B contenente f~!(F) contiene una sigma-algebra f~!(.A*) conte-

nente f~1(A(F)) q.e.d.

Boreliani. Se lo spazio X é gia munito di una struttura di spazio topologico e O ¢é la famiglia
degli aperti in X , ha particolare interesse la o-algebra B = A(O) generata dagli aperti. Essa
viene detta la famiglia dei Boreliani di (X, 0) (o di X come si dice piti brevemente, sottinten-
dendo Ila topologia). Ovviamente, se F & la famiglia dei chiusi in X si ha B = A(F) = A(O).
Dunque B contiene in particolare tutti gli aperti, i chiusi, quindi i compatti, e tutti gli insiemi
che si possono ottenere da una infinita numerabile di aperti e chiusi mediante usuali operazioni
insiemistiche. Per esempio, indicando con F, le unioni numerabili di chiusi, che in genere
non sono chiusi, e con G le intersezioni numerabili di aperti, che ingenerale aperti non
sono, siha F, CBeGs CB.

1.2  Misure positive
Definizione. Si dice misura positiva sull’algebra A ogni funzione

=+
pw:A—>R

1Ad esempio, se f: Z — N con f(z) = |z|, F = P(D) con D insieme dei dispari naturali e B = P(E) U {E°}

con E insieme dei dispari relativi e dei pari negativi, allora B D f~1(F) ed & una sigma-algebra in Z (la presenza

di E° serve perché sia Z = EUE* € B), ma ogni elemento di B non simmetrico rispetto a 0 non & controimmagine
di alcun sottoinsieme di N).

Universita di Torino, a.a. 2000-2001



8 Capitolo 1. o-Algebre. Misure. Funzioni misurabili

non identicamente uguale a +oo e additiva , tale cioé che, se Ay, Ag, ..., A, € Ae A;NAL, =1
per j # k, allora

Uk 1Ak ZN Ak
E naturalmente sufficiente che per ogni coppia A, B € A tale che AN B = {) risulti u(AU B) =

u(A) + u(B) .

Se A é una o-algebra e per ogni successione disgiunta Ay, As, ... € A, cioé tale che A;NA, =0
per j # k, risulta

si dice che p & una misura o-additiva.

Definizione. Una terna (X, A, ) , dove p é una misura o-additiva sulla o-algebra A in X,
si dice spazio di misura.

Nel seguito useremo il termine misura per indicare una misura sigma-additiva.

w ¢ finita se pu(X) < 400 ed é sigma-finita se X ¢é unione numerabile di insiemi di misura
finita:

Se u(X) < 400, allora v = p/u(X) é una misura normalizzata: v(X) = 1. Le misure normaliz-
zate si dicono misure di probabilita, I'insieme X “sample space”, A o-algebra degli eventi
e (X, A, u) spazio di probabilita.

Proprieta delle misure.

1) (@) =0 . Infatti, preso A misurabile con pu(A) < 400, si ha

p(A) = p(AU D) = u(A) + p(®) -

2) u é monotona:
ACB conA,Bec A= u(A) <uB).

Infatti
W(B) = (AU (B — A)) = ju(A) + (B — A4) > u(A) .

Si osservi che in questo caso si ha anche
u(B —A) = p(B) — pu(A) .

3) u é continua lungo successioni monotone, nel senso che se

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



A Negro, Teoria della misura 9

a) A;e A, A; C Ai+1 e A=U;A; , allora
W(A) = T p(A) e

1—4o00
b)se A; € A, A1 CA; e A=n;A; , allora se almeno una delle A; , diciamo Ay , ha misura
finita?
p(A4) = Tim p(4) .

1—+oo

Infatti, nel caso a), posto Ag =0 , si ha
A=UF (A — &) eysei#j, (A —A)N(Aj1 —45) =0
e dunque . )
= (A — A) = lilr)nz p(Aip1 — A
0
= li;nM(Ug(AzH A;)) = hmM(ApH) :
11 caso b) si riconduce al caso a), considerando Ay — A:

1(AN) — p(A) = p(An — A) = p(Uisn(An — Aj) =
lim p(Ay — Ai) = lim(p(An) = p(Ai)) = p(An) = lim p(4;) -

4) p é o—subadditiva:

“+o0

(UJrOOAI~c < ZM Ak s

k=1
per qualunque successione di insiemi Ay misurabili. Naturalmente la serie a secondo membro
puo essere divergente a +00 .
Infatti p(A; U Az) = p(A1) + p(As — A1) < w(Ay) + u(Az) . Dunque, per induzione, la
subadditivita vale per un numero finito arbitrario di insiemi, e, per la continuita di p lungo
successioni monotone:

WU Ay) = hm u(uk 1Ag) < hm Z,u (Ag) = Zu(Ak)

Definizione. Si dice che una misura ;1 é completa se tutti i sottoinsiemi di ogni insieme
di misura nulla sono misurabili, e quindi di misura nulla:

wA) =0 e A"CA =A"c A e p(d*)=0.

Si pu‘o sempre “completare” una misura accettando come misurabili (e ovviamente di misura
nulla) tutti i sottoinsiemi di ogni insieme di misura nulla. Pit precisamente, se (X, A, u) & uno
spazio di misura, esiste una o—algebra minimale A* O A sulla quale é definita una estensione
completa p* di p. Si verifica facilmente che A* é costituita da tutti i sottoinsiemi A di X tali
che esistono A;, A € Acon A; C AC A, e u(Ae — A;) = 0. Necessariamente p*(A) = p(4;) =
p(Ae).

2In R? linsieme A; = [0,1/i] x R ha misura di Lebesgue (area) A(A;) = +oo, A; C A;11, ma A =M;A; =
{0} x R=U,{0} x [n,n+ 1] e A(4) = 0.

Universita di Torino, a.a. 2000-2001
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1.3 Funzioni misurabili

Limiteremo le nostre considerazioni a funzioni a valori reali (o eventualmente complessi).
Talvolta considereremo funzioni a valori reali estesi.

Definizione. Sia (X,.A) uno spazio misurabile e B la sigma-algebra dei Boreliani di R (o
C). f:— R si dice misurabile se e solo se

VBeB f7}(B)c A.

f~Y(B), che & la minima o-algebra in X rispetto alla quale f ¢ misurabile, si dice o-algebra
generata da f e si indica con o(f).

Si osservi che la definizione di misurabilita non presume alcuna misura, cioe fa riferimento
ad una struttura di spazio misurabile, non ad una struttura di spazio di misura.

Se X é uno spazio topologico e A é la o-algebra dei Boreliani in X, si dice che f é Boreliana.

Proposizione. Sia f : X — R misurabile e g : R — R Boreliana, allora go f : X — R é
ancora misurabile.
Infatti
VBeB (gof) '(B)=f g (B)ecA.

Proposizione. Le funzioni continue, per esempio da R in R, sono Boreliane.

Infatti sia
F={MCR| f'(M)ecB}.

Allora F D O (aperti di R) in quanto f & continua. Ma F & una sigma-algebra: R € F (& un
aperto), inoltre, se M, My, € F, allora f~1(M¢) = f L (M) € Be f 1 (UpMg) = Upf (M) €
B. Essendo B la pitu piccola sigma-algebra contenete O, ovviamente B C F.

Teorema. Sia (X,.A) uno spazio misurabile. f : X — R & misurabile se e solo se
VeeRA{z| f(z)<c}=f"Y]—o0,c]) € A.

Dimostrazione.
1) I Boreliani in R coincidono con la sigma-algebra generata dagli intervalli del tipo | — oo, c[.
Infatti, come ben noto, ogni aperto di R € unione numerabile di intervalli aperti, e

la, b[=] — 00, b[N]a, +oo] ,
Ja, +o0[=] — o0, a]®,
| —o0,a] =N —oo,a+1/n] .

2) Sia F={M e R | f~(M) € A}. Allora F & una sigma-algebra. Ma, se essa contiene tutti
gli insiemi del tipo | — oo, ¢[, allora essa contiene B. g.e.d.

Osservazione. Ovviamente f & misurabile se e solo se tutti gli insiemi del tipo {z | f(z) < ¢}
sono misurabili, oppure se tutti gli insiemi del tipo {z | f(x) > ¢} sono misurabili, oppure ancora

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica
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se tutti gli insiemi del tipo {z | f(z) > ¢} sono misurabili.
Osservazione. Nel caso di funzioni a valori reali estesi la definizione di funzione misurabile
non cambia ed ¢ bene rilevare che:

{z | f(z) = +oo} = iz | f(2) > nj,

mentre

{z | f(z) = —oo} = Nn{z | f(z) < —nj .

Teorema. Sia M(X,A;R) linsieme delle funzioni misurabili sullo spazio (X, A) a valori
reali. (Spesso si usera la notazione abbreviata M ). Allora

LLgeM=Af+g, f-g, f/lg(g#0), |f], max(f,g) , min(f,g) € M,

dove X\ & uno scalare arbitrario e g # 0 significa che g(x) # 0 per ogni x € X . Dimostrazione.
1) Basta considerare il caso A # 0 :

{o | Af(2)+9(x) < ¢} = Ureq{ | M(@) <r} N {z | gla) <c—r}.

Infatti, se per qualche r razionale Af(z) < r e g(x) < ¢ —r, allora Af(x) + g(z) < ¢ e dunque il
secondo membro & contenuto nel primo.

Se Af(z)+ g(z) < c allora per n opportunamente grande Af(x)+g(z) < ¢c—1/n. Siar € Q tale
che r —1/n < Af(z) <r, quindi —Af(z) < —r +1/n e quindi g(z) < c—1/n— Af(z) <c—r.
Allora il primo membro & contenuto nel secondo.

Basta ora dimostrare che {z | Af(z) < r} & misurabile per concludere che il primo membro,
quale unione numerabile di intersezioni di insiemi misurabili, & misurabile.

Ora{z | Af(z) <r}=A{z|f(z) <r/A},se X >0;seinvece A < 0, {z | A\f(z) <r} ={z]| f(z) >
r/A}. In ogni caso abbiamo la controimmagine di un Boreliano (I'intervallo | — oo, /A[ o I'in-
tervallo |r/\, +00[) e dunque un insieme misurabile.

2) Se f & misurabile tale & anche f2, essendo (-)? continua e pertanto Boreliana. Ma
Frg=1/4(f+9?*~(f -9
e dunque f - g & misurabile.
3) Se f e g sono misurabili e g # 0,
flg=1-(poyg)
¢ misurabile, perché p: R — {0} — R & continua e dunque Boreliana.

4) La funzione | - | &€ continua, dunque se f & misurabile, tale & |f| . Oppure: {|f| < ¢} =

{f<cn{-f<c}.

Universita di Torino, a.a. 2000-2001



12 Capitolo 1. o-Algebre. Misure. Funzioni misurabili

5) Se f e g sono misurabili, tali sono:

Af-gl+f+g
- 2

7f+g*|f79|.

max(f, g) e min(f,g) = 5

q.e.d.

Teorema. Se una succsssione di funzioni misurabili converge semplicemente, la funzione
limite é misurabile:

Vnfp e M eVeeX lim f,(z)=f(zx)=feM.

n—4oo
Dimostrazione.Basta osservare che
{z | f(z) <c}=UpUp Mpsn{z | fr(z) <c—1/k}.
Infatti, se x appartiene al secondo membro
JkInVp>n folz) <c—-1/k,

e, passando al limite per p — oo, si trova f(z) <c—1/k <c.
Se x appartiene al primo membro allora

flz)<e =3k flx)y <ec—-2/k ,
ma per la convergenza
InVp >n fp(z) < f(z)+1/k e dunque fp(z) <c—1/k.
q.e.d.

Per la validita della dimostrazione precedente non & necessario che f,,(z) converga a f(z),
basta che f(x) = limsup,, f,(z) per garantire che per ogni ¢ si abbia definitivamente f,(z) <
f(z) + . Considerando la successione — f,, si vede anche che liminf,, f,,(z) & misurabile.
Questi risultati si possono ottenere anche utilizzando la

Proposizione. Se le funzioni f, sono misurabili, tali sono sup,, f,(z) e inf, f,(z).
Dimostrazione. Basta osservare che

sup fn () = lim max fy(z)

ed una relazione analoga vale per inf,, f,(x) .
Allora segue che

limsup f,,(z) = limsup f,(z) e liminf f,(z) = lim igf fnl(x)
n n pzn n n p-n

sono funzioni misurabili.

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica
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1.4 Convergenza q.o e in misura

Proposizioni valide quasi ovunque (q.0.).
Sia (X, A, u) uno spazio di misura p completa. Sia P(x) una proposizione dipendente dalla
variabile © € X . Si dice che P(z) vale quasi ovunque (q.0.) o per quasi ogni x se e solo se
{z | P(z) é falsa} ha misura nulla.

Ad esempio
lim f,,(z) = f(z) g.o. < p({z | lim f,(x) # f(x) o non esiste }) =0 .
In tal caso si dice che f,, converge ad f quasi ovunque f, — f q.0.0 f, — [ a.e. (almost everywhere).

Nel caso di misure di probabilita le funzioni misurabili si dicono variabili aleatorie (v.a.) e la
convergenza quasi ovunque si dice convergenza quasi certa (q.c.) o convergenza con probabilita
1: fo = f qo.0 fn, = f as. (almost surely).

E bene osservare che f = g q.o. é una relazione di equivalenza.
I risultati precedenti sui limiti di funzioni misurabili si possono estendere con il seguente

Teorema. Se f, e M e f, = f q.o., allora f €¢ M .
Dimostrazione. Se A = {z | lim, f,(x) = f(z)}, si ha per ipotesi A, A° € A e u(A° =0
Allora
{z]| flz)<ct={zcA| f(z)<ctU{z e A°| f(z) <c} .
A secondo membro il primo insieme & misurabile per il teorema precedente (con A al posto di

X ) e il secondo insieme C A€ & misurabile (e di misura nulla) essendo p completa.

Siamo ora in grado di dimostrare un teorema fondamentale sul rapporto tra convergenza
semplice quasi ovunque e convergenza uniforme:

Teorema di Egorov. Sia (X, A, u) uno spazio di misura, con p completa e finita: u(X) <
+o0 . Siano f, € M tali che f,, — f q.o. . Allora
YVe>03X. € A

tale che
1) 'LL(X - XE) <eg,
2)  falx.— f|x. uniformemente in X, .

Dimostrazione. Essendo f misurabile, per i risultati precedenti e la completezza di p, poniamo:
XP =Nizp{z € X | |fi(x) - f(z)] <1/p},
XP=UX XP ... DXPD . XP DXV,

Tutti questi insiemi sono misurabili e per la continuitd della misura p(X?) = lim, u(XE2),
dunque, essendo pu(X?) < pu(X) < 40

Ve >0 3dv u(XP — XP) <eg/2P .
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14 Capitolo 1. o-Algebre. Misure. Funzioni misurabili

Sia v(p) un indice per il quale la disuguaglianza precedente vale e poniamo X, = N, X f ()" Allora:

1) Su X, la convergenza & uniforme, infatti si ha

Vl/p 31/(: l/(p)) X. C X,ij(p)

e dunque
Vi>v Ve e X, |filz) - flz)|<1/p.

2) In X — XP? la successione f, non converge, percheé se z ¢ X?, allora Vn x ¢ X? e quindi
Ji > n |fi(x) — f(z)| > 1/p. Ciot esistono infiniti indici ¢ tali che | f;(z) — f(z)| > 1/p e pertanto
fn(z) non converge. Dunque p(X — XP) = 0, essendo X — XP un sottoinsieme di un insieme
che per ipotesi ha misura nulla. Basta ora osservare che

wX — X)) = p(X — mef(p)) = pu(Up(X — Xf(p)) <

—+o0
<D X = XP) =D (X - X[)) <) e/ =
p p

p=1

q.e.d.
Un ruolo importante € svolto dal seguente tipo di convergenza.

Definizione. La successione f, di funzioni misurabili converge in misura alla funzione f
se e solo se
Va>0 limp({xe X | |fu(z) — f(x)]>a})=0.

Nel caso di misure di probabilita, si dice che f,, converge in probabilita a f.

Se la misura ¢ finita, la convergenza puntuale q.o. implica la convergenza in misura, mentre
una successione puo convergere in misura senza convergere ¢.o., pur ammettendo certamente
una sottosuccessione convergente q.o.

Teorema. Sia u(X) < +oo e f, convergente q.o. a f. Allora f, converge in misura a f.
Dimostrazione. Dato € > 0, ricorriamo al teorema di Egorov e sia X, tale che u(X — X.) < ¢
e su X, si abbia convergenza uniforme. Allora, fissato comunque « > 0, per n sufficientemente
grande (> v dipendente da « e €)

Ve € X, |fn(z) — f(2)] < a

e quindi Pinsieme dove |f,(z) — f(x)| > a & contenuto in X — X.. Dunque per n sufficientemente
grande

p{lfo = fl 2 @) <p(X - Xe) <e.

q.e.d.
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Osservazione. L’ipotesi u(X) < +oo & essenziale: in R munito della misura standard (di
Lebesgue) A, che assegna ad ogni intervallo (a,b) la sua lunghezza b — a , risulta

X[nn41] — 0 ovunque, ma  Vn A({ [Xnnt1y — 0] > 1/2}) =1,

Osservazione. Se f, — f in misura, non necessariamente f, — f q.o. Basta fornire un
controesempio: sia X = [0, 1] con la misura di Lebesgue A\ usuale; sia

Xn,k = X[(k)*l)/'ﬂ,k)/n[ n= 1a2a A k= 1a2a sy TV

Ordiniamo queste funzioni caratteristiche formando la successione fp = Xn i, p=1+2+...(n—
1) + k . Per ogni « € [0,1[ vi sono infiniti indici p per i quali f,(z) = 1 e infiniti per i quali
fp(x) = 0 : quindi la successione f, non converge in nessun punto. Ma ovviamente per ogni
0<axl1

1
A s =0/ 2 a}) = = =0
e le f, tendono a 0 in misura.
Teorema. Sia u(X) < +o0o e f, convergente in misura a f. Allora esiste una sottosucces-

sione f,, converge q.o. a f.
Dimostrazione. Siano a,, e 1, nomeri positivi tali che

“+oo
lim a,=0 e Znn<+oo.
n=1

n—-+4oo

Selezioniamo, in virtu dell’ipotesi di convergenza in misura, degli indici n; < no < ... tali che

p{l o = fI = an}t) < -

Siano infine
Aj = U fue — 1> ax} e B=0N54;.

Siha A1 C Aj e, per la continuitd della misura,
—+oo
> ne > p(A;) = u(B) .
k=j

Poiché il resto della serie tende a 0, si ottiene u(B) = 0. Ma
Vxre X - B lilgnfnk(x) = f(z) .

Infatti se « ¢ B esiste j tale che © ¢ A;, cioé per ogni k > j
T & {|fr. = fI = ar} ovvero |fu,(z) — f(@)| < ak .

Ma ai — 0 e il teorema & dimostrato.
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16 Capitolo 1. o-Algebre. Misure. Funzioni misurabili

La convergenza q.o. in generale non & topologica, almeno nel caso (usuale) in cui la conver-
genza in misura non implica la convergenza q.o. (Billingseley [1]).

Supponiamo per assurdo che sia definita una famiglia di intorni V(f) di ogni ogni funzione
misurabile f, tale che f, — f g.o. equivalga a

YV (f)Ivwn>v f,eV(f),
e g sia convergente in misura a g, ma non converga q.o. a g. Dunque
WV (g)Vvin >v g, €V(g),

ovvero esiste una sottosuccessione g; di elementi non appartenenti a V(g). Da essa si puo es-
trarre un ulteriore sottosuccessione g; convergente a g q.o. Allorale g7, dovrebbero appartenere
definitivamente a V(g) e si giungerebbe ad una contraddizione.

Si osservi che, se una successione f;, si pud scomporre in un numero finito o in una infinita
numerabile di sottosuccessioni f]? convergento q.o. ad f:

ff(z) = f(x) tranne che per z€ A, e u(4,) =0,
allora l'intera successione converge q.o. ad f:
fn(z) = f(z) tranne che per z€ A=UpA, e p(A)=pu(UpA,)=0.

Naturalmente, se f, converge in misura a f, esistono infinite sottosuccessioni convergenti q.o. a
f, ma non necessariamente una infinita numerabile. E un’unione non numerabile di insiemi di
misura nulla puo non avere misura nulla.

La convergenza in misura (considerando soltanto misure finite: p(X) < +00) si puo invece
esprimere in termini di una opportuna distanza. Pil precisamente, introducendo nello spazio
M(X, A, 1) delle funzioni misurabili la relazione di equivalenza

f~g e f=gqo

e considerando lo spazio quoziente M = M/ ~, si ha

Teorema. In M (X, A, i) la funzione

_ If — g
d(f’g)*/xilﬂf—md“

¢ una distanza. (Nella formula precedente si ricorre al consueto abuso di indicare con gli stessi
simboli f e g sia due classi di equivalenza che due loro arbitrari rappresentanti.)

La convergenza secondo la metrica d é equivalente alla convergenza in misura.

(M, d) é uno spazio metrico completo (Yosida [11]).
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Dimostrazione. E immediato controllare che d(f,g) = 0seesolose f=gq.o.eched(f,g)=
d(g, f). La disuguaglianza triangolare segue facilmente dalle disuguaglianze

lat+b _ _lal+[b| _ _ld n || .
L+la+b — 14]al+b| — 14]a] 1+

E bene notare inoltre che la funzione /(1+ z) per x > 0 & crescente e concava e tende a 1 per
T — +o0.

Per vedere che la convergenza nel senso della metrica d e la convergenza in misura sono equiv-
alenti basta osservare che, per ogni €, posto E = { |f — g| > €}, si ha

£ If — g |f — g B
1+5”<E></1+\f* du‘/ /XE1+|ffg\dM_

= d(f,9) < W(E) + To—n(X ~ ).

Per dimostrare che (M,d) ¢ completo consideriamo una successione f,, di Cauchy per d. Viste
le disuguaglianze precedenti, possiamo trovare una sottosuccessione f,; tale che

WE) <279 dove Ej={|fays, — fn;| =277 }.
Allora la serie

F(J}):‘fnl |+Z|fn_7+1 fn_j( )|

risulta convergente su
E° =y, N>l ch dove FE =1y Uj>1 Ej

e u(E) = 0. Infatti, se x € E°, esiste [ tale che per j > [ i termini sono maggiorati da quelli
della serie geometrica di ragione 1/2, mentre

VI p(E) < w(Uj=iEy) <Zu )<y — = — .
j=l i>l

e quindi, facendo tendere [ a +oo, u(E) = 0.

Ma la su E°, cioé g.0., la serie converge anche semplicemente, ovvero converge la sottosucces-
sione fp;, diciamo ad un limite f misurabile. La convergenza q.o. implica la convergenza in
misura di f,; a f e quindi d(f,,, f) — 0. La successione iniziale f,, ¢ di Cauchy e, ammettendo
una sottosuccessione convergente a f, & essa stessa convergente a f. g.e.d.

& & &
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Capitolo 2

Integrale di Lebesgue astratto

In questa parte considereremo uno spazio di misura (X, .4, ) , supponendo che p sia completa.
Nella prima parte, per semplicita nella presentazione dell’integrale e nella dimostrazione delle
sue principali proprieta, supporremo inoltre che essa sia finita (u(X) < 400), oppure restrin-
geremo le nostre considerazioni a sottoinsiemi A di misura finita. Successivamente accenneremo
alla estensione dei risultati conseguiti limitandoci al caso di misure o-finite. Indicheremo con
M = M(X, A;R) la famiglia delle funzioni misurabili a valori reali.

2.1 Funzioni semplici

Definizione. f € M si dice semplice se e solo se f € M e f(X) ¢ finito o numerabile®,
ovvero

f(X) = {yla Y2, -5 Yn, } € f_l({yn}) = An cA.

Per dire che f & semplice scriveremo f € S = S(X, A, u) .

Teorema. f € M se e solo se esiste una successione di funzioni semplici f,, € S convergenti
ad f uniformemente.
Dimostrazione. Per ogni n definiamo f,(x) = k/n quando k/n < f(z) < (k+1)/n . Siha
fn € S esup, |fo(z) — f(x)] < 1/n . Viceversa, se f & limite addirittura uniforme (e quindi
puntuale) di funzioni semplici, che sono misurabili, allora f € M . qg.e.d.

Osservazione. Talvolta interessa approssimare f con una successione di funzioni semplici
nondecrescente. In tal caso basta considerare, per ogni n, intervalli di ampiezza 1/2™ e porre

1Seguiremo la presentazione di Kolmogorov-Fomin [8]. Osserviamo tuttavia che la maggior parte degli autori
considera funzioni semplici che prendono soltanto un numero finito di valori. Come vedremo al termine del
capitolo, i due percorsi di costruzione dell’integrale sono equivalenti. Con la definizione adottata si ha il vantaggio
di poter sfruttare i risultati noti sulle serie (assolutamente) convergenti, con perd la necessita di conoscere qualche
elemento di teoria della sommabilita, o almeno risultati concernenti il trattamento delle serie doppie.

18
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fu(x) = k/2™ quando k/2™ < f(z) < (k+ 1)/2™. Infatti risulta allora

k k k+1
2n+1 = fnJrl(J}) per W S X W .

1
|=— <
2n

Definiamo ora l'integrale per la classe delle funzioni semplici.

Definizione. Sia f € S e A € A di misura finita. Siano y,, i valori distinti assunti da f e
A, ={x € A] f(x) =y} . Sidice integrale di f su A la quantita

+oo
/ fd:u = Z yn:u(An) 5
A n=1

se la serie a secondo membro é assolutamente convergente. Se 'integrale esiste (cié se la serie
converge assolutamente) si dice che f é integrabile su A .

Osservazione 1. L’assoluta convergenza & richiesta perche I'integrale non dipenda dall’ordine
con il quale si considerano i valori distinti assunti da f.

Osservazione 2. Se gli insiemi misurabili B; costituiscono una partizione di A e f = f; su B;
, essendo f; uno dei valori ¥, , allora

/Afd,u = ZfiM(Bz‘) ;

e questa serie e quella che appare nella definizione sono simultaneamente assolutamente conver-
genti.

Osservazione 3. Ovviamente, se ci interessa solo I'insieme A, basta che f sia semplice su A
(non hanno rilevanza i valori assunti su A¢, dove f potrebbe anche non essere definita).

Alcune proprieta dell’integrale delle funzioni semplici.
1) Se f,g € S sono integrabili su A , ogni loro combinazione lineare é integrabile su A. Inoltre

Pintegrale é lineare:
[+ adn=n | sau+ [ gu.
A A A

2)Se feSelf(r)]<M qo. in A, allora

| /A fdu) < Mp(4) |

Le dimostrazioni sono conseguenza immediata di note proprieta delle serie. Per il punto 1) si
consideri una partizione {C;}; di A con f e g costanti su ogni Cj;.
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20 Capitolo 2. Integrale di Lebesgue astratto

2.2 Funzioni sommabili

Definizione. Sia A € A, con u(A) < 400 : f € M si dice sommabile o integrabile su
A se e solo se esiste una successione di funzioni semplici f, integrabili su A che convergono
uniformemente, su A, ad f. Si pone allora

dy = i ndlt .
e f

Verifica della correttezza della definizione.
1) Con le ipotesi fatte, il limite che appare nella definizione esiste ed ¢ finito in quanto | 4 fndp
& una successione di Cauchy:

\Amw—émwgémfnm@mmﬁym@fmmﬁo

quando m,n tendono ad infinito.

2) 11 limite non dipende dalla successione di funzioni semplici approssimanti: siano f, e g, due
successioni in S integrabili su A e convergenti uniformemente a f su A . Allora anche h,, , con
hon = fn € han_1 = gn , ha le stesse proprieta, ma

lim/ fnd,u:hm/ gnd,u:hm/ hpdu
noJa moJa noJa

perche [ 4 Jndp e S 4 9ndp sono sottosuccessioni della successione convergente S 4 hndp.
3) Se f e semplice ed integrabile su A la definizione concorda con quella precedentemente data
per le funzioni semplici: basta approssimare f con la successione costante f, = f.

Osservazione. Abbiamo definito direttamente l'integrale di una funzione f su un insieme
misurabile A . Avremmo potuto equivalentemente, per ora almeno nel caso pu(X) < +oo ,
prima definire ’integrale su tutto lo spazio X e poi porre

AﬂW:Af%M%

essendo x4 la funzione caratteristica di A .

Oppure, dopo aver definito [ « fdp , introdurre I'integrale su A considerando la restrizione della
funzione f ad A e lo spazio di misura (A, A4, p4), dove Ay & la famiglia dei sottoinsiemi di A
che appartengono a A e pa la restrizione di p a Aa:

/Afd,u:/Af\AdMA-

2.3 Proprieta elementari dell’integrale

Eventualmente considerando integrali di funzioni semplici approssimanti e passando al limite
si ottengono facilmente i seguenti risultati.
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Teorema.
1) Per ogni insieme misurabile A

/Aldu:u(z‘l%

Infatti la funzione caratteristica di A & semplice.
2) Se f e g sono sommbili su A, le loro combinazioni lineari sono sommabili su A e

A(Af+g)du=AAfdu+Agdu.

Dunque le funzioni integrabili su A formano uno spazio lineare e l'integrale é un funzionale

lineare.
/ fdu=0.
A

3) Se f =0 q.o. in A, allora

Infatti se f, sono funzioni semplici approssimanti f, f.X{s.0y sono ancora funzioni semplici
convergenti uniformemente a f, con integrale evidentemente nullo.

4) E anche vero che

u(A):Oé/Afd,u:O.

5) L’integrale ¢ un funzionale positivo e quindi monotono: se f é sommabile su A e

f@)>0 q.o. inAé/fd,uZO,
A

quindi
f(z) <g(z) qo. in A= / fdu < / gdu .
A A

Infatti se le funzioni semplici integrabili f,, approssimano f, essendo |f,;f — f¥| < |fu — fl,
If<|fule fT=fqo.in A, le f; sono integrabili e approssimano f.
6) f e |f| sono simultaneamente sommabili su A e

([ saul < [ 1s1d.

Infatti se f,, € integrabile e approssima f, essendo ||fn| — |f|| < |frn — fI, |fn| € una successione
di funzioni semplici integrabili e approssimante | f|.

7) Se f & una funzione misurabile e |f| < ¢ q.0. in A, con ¢ sommabile su A , allora f é
sommabile su A.

Infatti, sia fn,on €S, |fn — f]l < 1/n, |on — | < 1/n e @, integrabile, allora

1 1 2
ful <Ifl+—<eo+—<¢n+—
n n n
e le f,, sono integrabili.
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22 Capitolo 2. Integrale di Lebesgue astratto

2.4 Dipendenza dal dominio di integrazione
Teorema (co-additivita dell’integrale). Sia {A,},en una partizione numerabile di A ,

con A, A, € A: A=U,A, e AN A, =0 sej+#k. Allora
1) se f ¢é integrabile su A, essa ¢ integrabile su ciscun A,, e

AfdugAnfdu-

Inoltre la serie a secondo membro é assolutamente convergente.
2) Se f é integrabile su ciscun A,,, allora

Z/ |fldu < +00 = f & integrabile su A e
n An

/Afdugl/Anfdu-

Dimostrazione.
1) Sia f € Se f(X) = {y:}. (E equivalente considerare funzioni semplici definite su tutto X e
considerarne la restrizione a A o considerare funzioni semplici su A e prolungarle, se occorre, a
tutto X ponendole uguali a zero su A¢). Poniamo

Bi={ze Al f(z) =y} e
Bni={zcA,| flz) =y} =B;NA, .

/Afd,u = Z%M(Bz‘) =

Allora

(per la sigma-additivita di u )
SO UINED $) ST INED S M

Lo scambio delle sommatorie & consentito per la sommabilita della famiglia di numeri {y; (B ;) })

Consideriamo ora una funzione sommabile f qualunque e, dato € > 0 arbitrario, sia g. € S tale
che sup, |f(z) — g-(z)| < e . Allora

Lgsdu;Angsdu7

quindi si vede che f & integrabile su ciascun A, e

[ s [ g < [ i [ gul ) [ =3 [ gan <
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<ep(A)+ Y en(An) = 2ep(A) .

2) Anche per questa implicazione ci si riconduce alle proprieta delle serie assolutamente conver-
genti, con funzioni semplici approssimanti. q.e.d.

Osservazione. Non sarebbe sufficiente,per questa seconda parte, chiedere che

Z \/ fdp| < 400 .
n=1 An

Ad esempio, se si considera U'intervallo ]0,1] con la misura di Lebesgue dz, le sue partizioni
costituite dagli intervalli X,, e rispettivamente Ay definite da

1 1 1 1

=), Ap = Xop1 U Xop =]
’I’L+177'L]’ k 2k—1 2k ]2k+1’2k’—1]7

n:]

e la funzione
oo

fl@) =Y (=1)"n(n+ xx, () ,

1

/anmdm(l)” , Ekj/Akf(m)dx}kjoo ,

ma f non e integrabile, altrimenti lo sarebbe il suo valore assoluto, mentre

1
/0 f(@)|dz = z/X S

si ha

Per le nozioni fondamentali concernenti la sommabilitd rinviamo, per esempio, a Negro [ |,
Appendice A.4. Riportiamo di seguito soltanto un breve riassunto dei risultati essenziali, senza
dimostrazioni.

Definizione. Una famiglia {ax}rcx, dove K & un insieme arbitrario, di numeri complessi
si dice sommabile se e solo se, indicando con F 'insieme dei sottoinsiemi finiti di K, posto

sF:Za,{ per FeF,
KEF

esiste un numero complesso s tale che

Ve>03R e FYFEF FyCF=|s—sp|<c.

In tal caso s si dice la somma della famiglia e si scrive

s:g Ay -

KEK
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24 Capitolo 2. Integrale di Lebesgue astratto

Proposizione. Nel caso di numeri reali non negativi (a, > 0) si pud equivalentemente

definire s come estremo superiore delle somme finite

S = sup Sg .
FecF

Proposizione. La famiglia {a,}xecx € sommabile se e solo se & sommabile la famiglia
{lax|trek.
Proposizione. Sia {K, },cr una partizione arbitraria di K, allora

S 0= e

rEK vyel keK,,
In particolare, se K = Ax M, si ha, sotto la condizione di sommabilita della famiglia {ax ) }(x pyeax nm

la formula di commutazione dei segni di somma:

Yo anw =200 apw) = D anw) -
(A u)EAXM AEA peM HEM XeEA

Nella dimostrazione della o-additivita dell’integrale serve soltanto la seguente

Proposizione. Se

sup
MN 7 =1

allora
+oo +oo +oo o0
DD ek =)D
j=1k=1 k=1 j=1

tutte le serie essendo assolutamente convergenti.

& & &

Per le applicazioni future e per il suo intrinseco interesse segnaliamo la seguente disuguaglian-
za, che fornisce una stima, non necessariamente accurata, della misura degli insiemi dove una

funzione sommabile assume valori maggiori di un livello prefissato.

Disuguaglianza di Markov. (Talvolta detta di Chebychev) Sia f > 0 q.o. in A esiac >0

un numero reale positivo arbitrario:

u({meA\f<m>2c}>s§Afdu.

Dimostrazione. Poniamo B ={z € A | f(z) > ¢} :

/Afd“:/deM+/j473fdMZC'M(B)~
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q.e.d.
Da questa disuguaglianza si deduce un risultato semplice ma importante.

Proposizione.

VAe A /fd,u:0:>f:Oq.o.
A

Dimostrazione. Si ha anche

VAe A /\f|du:/ fduf/ fdu=0.
A An{f>0} ANn{f<0}

Basta allora osservare che, se A, = {|f| > 1/n},

(U150 =y e p(An) <n [ [fldu=0,
vista la disuguaglianza di Markov. q.e.d.

Teorema (assoluta continuita dell’integrale). Sia f integrabile su A:

V536>0VB€AB§Aeu(B)<5:>|/fdu|<6.
B

E conseguenza del teorema successivo, in quanto
F(B):/ |flduper BCAeBe A
B

¢ una misura (sigma-additiva e finita) in A .

Definizione. Sia F' : A — R una funzione (d’insieme). Si dice che F ¢é o-additiva o una
misura (con segno) se:

A=UnenAn , An €A, AiNA; (i #4) = F(A) =) F(An),

essendo la serie assolutamente convergente. Lo spazio (X, A, F), dove A ¢é la sigma-algebra di
sottoinsiemi di X sulla quale F & definita, si dice spazio di misura con segno.

Si osservi che F' non prende necessariamente valori non negativi e la convergenza assoluta e
pretesa al solito perche la somma non dipenda dall’ordine con il quale si considerano gli elemen-
ti A,, della partizione.

Si dimostra che esiste una costante C' tale che |F/(A)| < C per ogni A € A, cioé F ¢ limitata.

Definizione. Sia y una misura positiva. La misura (con segno) F é u-assolutamente

continua se e solo se

VA€ A u(A)=0= F(A) =0.
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Vedremo nel capitolo successivo che, se F' & p—assolutamente continua, allora esiste f, univoca-
mente definita q.o0., tale che F(A) = [, fdu (teorema di Radon-Nikodym).

Teorema. Sia F' una funzione d’insieme g-additiva, finita e u-assolutamente continua, allora
Ve3dd >0VAe Apu(A)<d=|F(A)|<e.

Ci limitiamo al caso di una misura positiva: F > 0 .
Dimostrazione. Per assurdo esistano € > 0 e A, tali che

Vn u(Ap) <1/2% e F(A,) > €.
Poniamo

A =limsup A, = Ny Up>pn Ay = {2 € X | & € A, per infiniti indici n } .
n

Allora
Vi pu(A) < 3 u(Ay) < 31/ =1/

p=n p=n

Dunque u(A) = 0, ma per la continuitd delle misure e la finitezza di F, risulta

F(A) = lm F(Ups4y) > &

che contaddice l'ipotesi di p-assoluta continuita. q.e.d.

2.5 Passaggio al limite sotto segno di integrale

I teoremi di questo paragrafo sono validi anche nel caso di misure non finite.

Teorema (di Lebesgue o della convergenza dominata). Sia A € A esiano f, f, : A —
R funzioni misurabili. Sia ¢ una funzione sommabile su A. Allora

fo—= fqo inAe |fo(z)| < p(x) go. in A= /Afndu — /Afdu.

Dimostrazione. Dato € > 0,
1) per l'assoluta continuita dell’integrale esiste § > 0 tale che

u(B)<6:>/<pd,u<5/4;
B

2) per il teorema di Egorov possiamo scegliere B tale che
w(B)<desuC=A-B f, — f uniformemente |,
quindi esiste N tale che

Vi e CVn> N |fo(z) — f(z)] < e/2u(C) ;
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3) si trova allora, per n > N,

\/Afdu—/Afndu\S/C\fn—f\du+/BIfnldu+/B\f|du<€/2+6/4+€/4=6-

q.e.d.

Teorema (di Beppo Levi o sulla convergenza monotona): Sia f,, una successione di
funzioni integrabili su A (A € A) tali che

i< fo<..<fn.. qo inA e /fndugC7

dove C ¢é una costante (indipendente da n). Allora per q.o. x in A esiste finito il limite

£x) = lim £ () < +oo

/Afdu = liTan/Afnd,u .

Dimostrazione. Non & restrittivo supporre f1 > 0, altrimenti basterebbe studiare la successione
frn — f1. Per la monotonia, q.0 in A f, converge ad un limite finito o diverge a +oco .
1) Indicando con D l’insieme dove f,, diverge, dimostriamo che D ha misura nulla.

la funzione f é integrabile su A e

D={zxe€A| folx) > +o0} =Nk Uy, Dg, ,

dove
Dy ={z €Al fu(z) >k} .

Per la positivita di f, e la disuguaglianza di Chebychev pu(Dy ) < C/k . Ma
Dk71 g Dk72 g g ka... (§
vk D g UnDk,n )

quindi
(D) < p(UnDi,n) = lim pu(Di,n) < C/k

cioé pu(D) = 0.
2) Per il passaggio al limite sotto segno di integrale possiamo ricondurci al teorema della
convergenza dominata, introducendo una funzione maggiorante ¢ nel modo seguente. Siano

Ap={z €Al k—-1< f(x) <k}eyp(x)=kperzecA.

Ovviamente, essendo f lestremo superiore delle f,, , |fn(z)] < ¢(z) q.0. in A . Basta allora
verificare che ¢ & sommabile. Se

Bp = U£:1Ak , Su Bp |fn(m)‘ <p.
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La costante p & sommabile su B, (stiamo supponendo che la misura sia finita) e quindi su B,
il teorema della convergenza dominata & applicabile. Inoltre per definizione p(z) < f(z) + 1,
dunque

Ma allora la serie .
> kp(Ay) = / pdp
k=1 A

converge (assolutamente) e ¢ & sommabile. g.e.d.

Teorema di Fatou. Siano g, f,, funzioni integrabili su A, tali che

g<fnqo inA e liminf/fnd,u:C<+oo.
A

n——+4oo

Allora f = liminf, f, é integrabile su A e

/ fdu < liminf/ frdu=C".
A n A

Dimostrazione. Poniamo
gn = inf fp, .
p=n

Le funzioni g, sono misurabili e integrabili su A, perche maggiorabili e minorabili mediante
funzioni integrabili:
Vp>n g<gn<fp.

Peraltro,
f =liminf f, = sup inf f, =supgs, .
n n P27N n

L’ipotesi del teorema sugli integrali delle f,, si puo scrivere

sup inf/ fpdp =C < 400,
A

n Pp2n

quindi
Vn inf/fpdugc.
pzn J 4

Ma, essendo

p>n /gndus/fpdu,
A A

Vn/gnduﬁc.
A

risulta
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Basta ora osservare che g,, converge q.o. non decrescendo ad f e, applicando il teorema di Beppo
Levi, si ottiene che f & integrabile su A e

/fdu:lim/gndugc.
A " JA

q.e.d.

Una conseguenza quasi immediata del teorema di Fatou, frequentemente utilizzata nelle ap-
plicazioni per portare al limite maggiorazionni di integrali, &€ presentata nel sguente

Corollario. Siano f, funzioni integrabili su A tali che
Vn fn,>0 e fo— fqo inA,

allora

Vn /fnduﬁCﬁ/fdugC.
A A
Dimostrazione. Basta porre g = 0 e osservare che
f =1lim f, = liminf f, e che liminf/ fadu < C
n n n A

ricorrendo quindi al teorema di Fatou.

2.6 Lo spazio delle funzioni integrabili

Sia (X, A, p) uno spazio di misura. Dunque A & una o-algebra e p una misura (o-additiva),
che assumeremo completa. Continuiamo a supporre, soltanto per semplicita delle dimostrazioni,
p(X) < 400 .

Consideriamo l'insieme delle funzioni (a valori reali) integrabili su X e poniamo

£ = (XA = {F € MK AW | [ Ifldi<-+o0}

E immediato verificare che £! & uno spazio vettoriale su R e che Jx | fldp & una seminorma su LL.
Per operare in uno spazio normato, introduciamo la relazione di equivalenza
f~ge f(z)=9() qo
e definiamo lo spazio quoziente
L'=L"X,Ap) =LY~ .

Si controlla senza difficolta che || f||1 = [y [f*|dp , dove f* & un qualunque rappresentante di f
(f* € f), & una norma nello spazio vettoriale L.
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Nel seguito, ove non vi siano pericoli di equivoco, tenderemo ad adottare il comune abuso di

) )
linguaggio che confonde rappresentanti e classi di equivalenza. Per esempio diremo “sia f una
funzione di L'” , intendendo che vogliamo considerare una classe di equivalenza ed f indica sia
la classe che un suo rappresentante, modificabile arbitrariamente su un insieme di misura nulla.

Teorema. (Completezza di L'). L' munito della norma ||f|1 = [ |f|du é uno spazio
di Banach.
Dimostrazione. Sia f,, una successione di Cauchy in L':

Ve >0 3Ing Vm,n>ng ||fm — ful1 < €.

Possiamo estrarre una sottosuccessione f,, tale che

1
”f’ﬂk - fmc+1||1 < 2_k :
Infatti )
VEk Ing > ng_1 Yn > ng [[fo — full < o
Consideriamo la serie

F(z) = fn, ()| + [ fna(2) = for (@) + ...

Le sue ridotte F(x) non decrescono e i loro integrali sono limitati: [ Fpdy < C = || fn, |1 + 1.
Applicando il teorema di Beppo Levi, si ottiene che F(z) < 4+00 q.0. e che F' ¢ integrabile.
Allora

fri (@) + fs (2) = frr () + o 4 fri () = friy (2) = i (@)

converge q.0. ad un limite finito f(z). Ma |f,,| < F e dunque, applicando il teorema di Lebesgue
sulla convergenza dominata, si ottiene in particolare che f € L'.
Vediamo ora che f & limite in L di f,,:

dunque, sempre per il teorema di Lebesgue,

ank—f||1=/X|fnk—fldu—>/XOdu:O.

Essendo f,, di Cauchy, la convergenza di una sottosuccessione implica la convergenza di tutta
la successione: || fy, — f|l1 = 0. q.e.d.

Corollario. Ogni successione f, convergente in L' ammette una sottosuccessione cover-
gente q.o.

Dimostrazione. Ogni successione convergente ¢ di Cauchy. q.e.d.

Osservazione. Se f, — f in L' non necessariamente f, — f q.o. Basta fornire un
controesempio: sia X = [0, 1] con la misura di Lebesgue usuale; sia

Xn,k = X[(k—1)/n,k/n] TV = 1a2a IR k= 1a2a SRR
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Ordiniamo queste funzioni caratteristiche formando la successione f, = xnx, p=1+2+...(n—
1)+ k . Per ogni x € [0,1] vi sono infiniti indici p per i quali f,(z) = 1 e infiniti per i quali
fp(x) = 0: quindi la successione f,, non converge in nessun punto. Ma ovviamente

/fpdle/n%Opern%Jroo
X

e dunque f, converge a 0 in norma L!.

Se f,, converge ad f in L' e f,,, & una sottosuccessione convergente ad f q.o., f,, converge ad
f in misura (la convergenza q.o. implica quella in misura). Questo risultato puo essere rafforzato.

Teorema. Se f,, converge ad f in L', allora f,, (Iintera successione) converge in misura ad

1.

Dimostrazione. Basta applicare la disuguaglianza di Markov:

1
p(llfa= 1= ) < 2 [ 1= fldu—0
per n — +o00.

Teorema. Le combinazioni lineari (finite) delle funzioni caratteristiche degli insiemi misura-
bili sono dense in L. Questa proprieta si esprime dicendo che {x4}ca & una famiglia totale
in L.

Dimostrazione.

1) Le funzioni semplici integrabili sono dense in L!. Infatti se f € L! esiste una successione di
funzioni semplici integrabili f,, uniformemente convergente ad f. Ma allora, se |f — fn| < & per
n > v, si ha

1 = fulli = /X 1 — Fuldp < eu(X)

e quindi f, converge ad f in L'.
2) Sia g una funzione semplice integrabile:

4 oo 4 oo
9= UrXar e Y lyklu(Ax) < 400,
k=1 k=1

dove le yx sono i valori distinti di g e Ay gli insiemi misurabili (disgiunti) sui quali g vale yy.
Allora, posto

N
IN = D UkXA 5
k=1
si ha
+oo
lg —gnl1 = Z [y |1(Ak) — 0
K=N+1

per N — 400 . Dunque le combinazioni lineari finite di funzioni caratteristiche di insiemi mis-
urabili sono dense nell’insieme delle funzioni semplici integrabili, e, per il punto uno, sono dense
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in L'. g.ed.

Tenendo conto della, completezza di L' , il risultato ora ottenuto permette di stabilire il
seguente criterio di integrabilita.

Teorema. Una funzione f é integrabile se e solo se essa é limite q.o. di una successione f,,
di funzioni semplici che assumono solo un numero finito di valori distinti e che costituiscono una
successione di Cauchy il L':

Ny,
fELl & f=lmfuqo. . fa= vixap e /X Fon — Faldi < &
k=1

per ogni € > 0, purché m ed n siano sufficientmente grandi.

Inoltre
/ fdp = lim/ fndp .
X nJx

Dimostrazione. Se le f,, formano una successione di Cauchy in L', per la completezza di L' esse
convergono in L' ad una funzione integrabile f* ed una loro sottosuccessione converge q.o. a

f*. Dunque f = f* q.0. e

\/deu—/xfndmS/le—fn|du—>o.

Viceversa, per il precedente teorema di densita, ogni funzione integrabile puo essere approssimata
come indicato nell’enunciato di questo teorema. q.e.d.

2.7 L’integrale in spazi di misura o-finita

Nel caso di misure non finite (u(X) = +o00) una definizione diretta dell’integrale mediante
approssimazione con funzioni semplici richiederebbe qualche variante. In tal caso infatti la
convergenza uniforme di una successione di funzioni semplici non implica necessariamente la
convergenza dei loro integrali. Ad esempio, con X = R e l'ordinaria misura di Lebesgue dzx, si
ha

def (71)”

folx) = X]—n,n[() = 0 uniformemente, ma / fodz =2(-1)" ,
n X

e la successione degli integrali & oscillante.

Avendo gia trattato il caso delle misure finite, volendo conservare la proprieta che una fun-
zione e integrabile se e solo se il suo valore assoluto e integrabile, volendo inoltre conservare la
o-additivita dell’integrale, conviene adottare la definizione seguente.

Definizione. Sia y o-finita e sia {X,}, una partizione di X con insiemi disgiunti di misura

finita:
X =UpXp i#jéXiijzw ) N(Xn)S‘FOO-
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Una funzione f : X — R si dice integrabile se e solo se la sua restrizione a ciascun X,, é
integrabile su X,,, dunque il suo valore assoluto é integrabile su X,,, e la serie degli integrali del

valore assoluto converge:
Z / |fldp < 400 .
n Xn

(Con un abuso di linguaggio, di uso comune, negli integrali precedenti abbiamo scritto f in luogo

di flx,-)
/deu;/andm

Si pone allora
serie convergente, la cui somma non dipende dall’ordine dei termini.

Osservazione 1. La definizione dell’integrale non dipende dalla partizione considerata. Se infatti
Y,, & un’altra partizione con u(Y,) < +oo, consideriamo la partizione piu fine X; N Y%, il cui
elemento generico verra indicato con Z,,. Per la g-additivita dell’integrale, che abbiamo studiato
nel caso di insiemi di misura finita, e per le proprieta di decomposizione delle somme infinite, si
vede facilmente che se una delle famiglie

{/anfdu}n , {/Yp fldidy {/Zq Fldity

¢ sommabile, anche le altre lo sono e
S [ iflau=3 [ 1nida=3" [ Ifidu.
n [Xn P Yp q Zq

Osservazione 2. La presenza dei valori assoluti e indispensabile. Ad esempio in R, munito della
misura di Lebesgue dx, per la funzione

£@) = 3 () Xt (@) |

nez

il cui valore assolto ¢ la costante 1, se
X;=[27,2i+2[ , Ye=[2k+1,2k+3[ , Z,=[p,p+1[,

si ha
Zj:/Xjf(x)dx|:Zk:|/ka(x)dx|:Zk:0:0 , zp:/pr(x)dx|=§p:1=+oo.

Osservazione 3. In luogo di partizioni si possono considerare successioni esaustive:
X1 CXeCooCXpeoe , X=UpXp , p(Xp) <400,

chiedendo che sup,, [ x,, |fldw < 400 e ponendo allora

/deu:n}p/xnfdu.
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Ci si riconduce alla definizione precedente considerando la partizione X,,11 — X,, (Xo = 0).

Per l'integrale rispetto a misure p o-finite valgono la o-additivita, 'assoluta continuita,
il teorema di Radon-Nikodym per misure con segno F finite, i teoremi di Lebesgue, B.Levi e
Fatou, la completezza di L', le relazioni stabilite tra la convergenza in L' e quelle in misura e
q.o. e la densita delle combinazioni lineari finite delle funzioni caratteristiche degli insiemi di
misura finita.

Per controllare questa affermazione, basta, fissata una partizione (numerabile) di X in insiemi
di misura finita X,,, operare separatamente su ciascun X,, e mettere insieme i risultati parziali,
tenendo conto che unioni numerabili di insiemi di misura nulla hanno misura nulla, che, dato
€ > 0, per v sufficientemente grande

> /X |fldp < &

[n|>v

e che la teoria della sommabilita consente decomposizioni arbitrarie delle somme.
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Misure con segno

Ricordiamo la

Definizione. Sia A una o—algebra in X ed F una funzione d’insieme F : A — R. Si dice
che F' é o-additiva o che é una misura con segno se:

A=UnenAn , An € A AN A; (i # ) = F(A) =) F(Ay),

essendo la serie assolutamente convergente. Lo spazio (X, A, F), dove A ¢é la sigma-algebra di
sottoinsiemi di X sulla quale F & definita, si dice spazio di misura con segno.

Abbiamo gia osservato che F non prende necessariamente valori non negativi e la convergenza
assoluta e pretesa, al solito, perche la somma non dipenda dall’ordine con il quale si considerano
gli elementi A,, della partizione.

Proposizione. Esiste una costante C tale che |F(A)| < C per ogni A € A, cioé F é limitata.
Dimostrazione. E una conseguenza immediata della decomposizione di Hahn, che verra consid-
erata nella sezione seguente.

Ricordiamo ancora la

Definizione. Sia y una misura positiva. La misura (con segno) F é p-assolutamente
continua se e solo se

VA€ A u(A)=0= F(A)=0.

Ricordiamo infine che per le misure assolutamente continue vale il

Teorema. Sia F' una funzione d’insieme o-additiva, finita e u-assolutamente continua, allora

Ve 6 > 0VA € A p(A) <6 = |F(A) <e.
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3.1 Decomposizione di Jordan e di Hahn

Per le misure a valori reali (o misure con segno) valgono i seguenti risultati di decom-
posizione.

Teorema.

1) Decomposizione di Jordan.
Posto, per A € A:

Ft(A)=sup F(S) , F (A)=—inf F(S) , |F|=F"+F,
SCA SCA

F* F~,|F| sono misure positive (su .A) dette variazione positiva, negativa e totale di F' e
risulta
F=F"—-F.

Inoltre se G' ed H sono misure positive tali che ' = G — H, allora F* < Ge F~ < H.

2) Decomposizione di Hahn. Detto insieme di negativita un insieme A € A per il quale
FT*(A) =0, cio¢ tale che ogni suo sottoinsieme misurabile abbia misura non positiva, e insieme
di positivita un insieme A € A per il quale F~(A) = 0, cioé tale che ogni suo sottinsieme
misurabile abbia misura non negativa, esistono due insiemi disgiunti X e X ~, rispettivamente
di positivita e di negativita, massimali e unici, a meno di insiemi di misura |F| nulla, tali che

X=XTUX" e FFTA)=FX"TNA), F(A)=-FX nA), .
Premettiamo alla dimostrazione la seguente

Osservazione. n sottoinsiemi arbitrari A, di X generano una partizione di X in 2" celle Cj,
alcune eventualmente vuote, ognuna delle quali é della forma A} N A3... N A%, dove per ogni k
A} = Ay, oppure A} = A5,

(Le C; sono disgiunte e, per ogni z € X, siha (z € Aj Ve € Af) Az € Ay vV € AS)...)

Dimostrazione del teorema. Per ogni S C A si ha F(A) = F(S) + F(S°) e quindi

F=(A) = sup F(S) = F(A) — inf F(S°) = F(A) — inf F(S) = F(4) = F~(4) .
S

Se =G — H, con G e H misure positive,

F+(4) = sup F(A) = sup (G(S) ~ H(S)) < sup G(S) = G(A)
SCA SCA SCA

e analogamente F~(A) < H(A). Quando avremo stabilito che F* e F'~ sono misure avremo
dimostrato la decomposizione di Jordan. E utile stabilire prima la decomposizione di Hahn.
Sia A; una successione massimizzante, tale che

lim F(A;) = FT(X) = sup F(S) .
J sCX
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Per ogni n, siano CJ le celle della partizione generata da Ajp,...A, e X, Punione di quelle di
misura non negativa:

X, =UjepC? dove P={j|F(Ci) >0}.

Ovviamente F(A,) < F(X,,), perché tutte le celle positive di A,, sono in X,,. Al crescere di n si
hanno partizioni sempre pit fini (ogni CJ & unione di celle C%_ ;) e dunque U, = X,, U Xp41...
& un successione noncrescente (anche se in generale non si ha X,, C X,,,, perché le celle C* +p
nelle quali si scompone una cella Cy di misura > 0 potrebbero non essere tutte di misura > 0).

Poniamo allora
XT =limsupU, =N, Up>n Xp

n

e controlliamo che X' & un insieme di positivitd massimale. Per ogni n si ha

F(An) < F(Xn) < F(UpZnXp) < F+(X) )

dunque, per la monotonia delle U,, e per la continuita di F'

+oo > F(X1T) =lim F(U,) = lim F(A,) = Ft(X) ,

cioe X1 & massimale e la variazione positiva finita. Poniamo ora X~ = X — X7 e controlliamo
che X1, X~ formano una decomposizione di Hahn. Infatti

F(Xt) < FH(XT) < FH(X)=F(X")

e dunque F(XT) = F*(XT*) = FT(X). Ne segue, essendo F(X*) = FH(X*) — F~(XT), che
F~(XT) =0, e, essendo F*(X™)+ FT(XTt) > FT(X), che F*(X~) =0; cio¢ X* e X~ sono
effettivamente insiemi di positivita e negativita.

A questo punto ¢ immediato riconoscere che

Fr (A =FANX") , F(A)=-FAnX"),
perché F(A) = F(ANXT)+ F(ANX )eper SC Asiha F(S) < F(SNX") <F(AnX")e
F(S)>F(SNX)>F(ANX"). Pertanto F'* e F~ sono misure.
Infine, se (Y+,Y ™) & un’altra decomposizione di Hahn:
0<FFYtNX7)<0 ,0<F (YTnX")<o0,
perché nel primo caso X~ & di negativita e nel secondo caso YT & di positivitd. Dunque
FEYEfnXF)=0 , |[F(Y*AXT)=0.
q.e.d.

Osservazione. Come preannunciato, la decomposizione di Hahn permette di controllare che,
se una misura F' ha sempre valori finiti, allora essa e limitata. Infatti, per ogni insieme misurabile
A siha

[F(A)| < |F|(A) = FT(A) + F~(A) < F(XT) +|F(X )]
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3.2 Il Teorema di Radon-Nikodym

Abbiamo gia enunciato, nel capitolo precedente, il seguente risultato fondamentale, reciproco
della assoluta continuita dell’integrale, del quale forniremo ora una dimostrazione.

Teorema (di Radon-Nikodym). Sia F una funzione d’insieme o-additiva, finita e u-
assolutamente continua. Allora esiste f : X — R misurabile tale che

VAe A F(A):/Afd,u.

f & univocamente individuata, a meno di modifiche arbitrarie su un insieme di misura nulla, e
si dice derivata di Radon-Nikodym di F.

Questo teorema, fermo restando il fatto che F' sia finita, vale anche se p & o-finita.

Dimostrazione del teorema di Radon-Nikodym. Per la decomposizione di Jordan di F/,
non e restrittivo supporre che F sia una misura positiva finita. Infatti, se u(S) = 0= F(S) =0,
essendo FT(A) = supgec 4 F(S), si ha u(A) =0 = FT(A) = 0. In modo analogo si vede che F'~
& assolutamente continua.

Indicando, come sempre, con M la classe delle funzioni misurabili (che dipende da A e non dalle
singole misure definite su .4), poniamo

G={0<geM|VAc A /gduSF(A)}.
A

G ha le proprieta seguenti:

a)Seqgi,92 € G, E€ Aeg=gixE + gaxre, cloe se g =¢g1 su FE e g = go su E¢, allora g € G.
Infatti 0 < g € M e per ogni insieme misurabile A si ha

/gdu:/ gld,u—l—/ gdp < F(ANE)+ F(ANE®)=F(A) .
A ANE ANEe

In particolare g1 V g2 € G: basta prendere E = {g; > g2}. Piu in generale il massimo tra un
numero finito di funzioni in G & ancora in G.

b) Se F non ¢ identicamente nulla, esiste una funzione h € G non q.o. nulla rispetto a p. Infatti,
posto F,, = F — pu/n, sia X,, insieme di positivitd di una decomposizione di Hahn relativa a
F,: F,(X,) = F(X). Dunque

0< Fxe) < M)
n

La successione X,, e oviamente nondecrescente e la successione X, noncrescente e quindi

F(M,XS) =lImF(XS) =0 e F(U,X,)=F(X)>0.
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Allora esiste N tale che u(Xp) > 0, altrimenti, per P’assoluta continuitd di F, si avrebbe
F(X,) = 0 per ogni n. Basta ora prendere h(z) = xx,(z)/N, perché per ogni A, essendo
Fy(ANXpy) >0 (Xy @ di positivita per Fiy), risulta

[oran= [ MACEN < panxy) < F4)
A AﬁXNN N

e h € G, mentre h non & p-q.o nulla.

Sia,
M:sup/gd,ugF(X) , gn€G e lim/gndu:M.
9€G J X noJx
Poniamo f, = g1 VgaV...Vgyn. Siha f, € Ge g, < fn, < fnt1. Allora, per il teorema di B.Levi
e la scelta delle g,,:

fn—=> f<4o0opu—gqo. e /fndu%/fd,u:M.
X X

Controlliamo che, per ogni A e g € G, si ha
/gdué/fduéF(A)
A A

[ g =tim [ g < P4y

e se esistessero A e g € G tali che

/fdu</gdu<F(A),
A A
posto ¥ = gxa + fxae, si avrebbe ¢ € G e

/¢du:/gdu+ fdu>/ Jdu =M
X A Ac AUAc

in contraddizione con la definizione di M. Ora finalmente siamo in grado di stabilire che F(A) =
J4 fdp. Infatti, se cosi non fosse, la misura ®(A) = F(A) — [, fdu, assolutamente continua
rispetto a p, non sarebbe identicamente nulla ed esisterebbe una funzione i non pu-q.o. nulla
tale che

e dunque f € G. Infatti

VAec A /hdug'iI)(A).
A
Ma allora f 4+ h € G, perché
/ (f+h)du < / fdu+ ®(A) = F(A)
A A

e si giungerebbe all’assurdo che

M:sup/ngu</X(f+h)d,u.

geg

q.e.d.
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40 Capitolo 3. Misure con segno

3.3 Decomposizione di Lebesgue

Una situazione diametralmente opposta all’assoluta continuita di una misura con segno F'
rispetto ad una misura positiva p € descritta nella seguente

Definizione. La misura con segno F si dice singolare rispetto alla misura (positiva) p se e
solo se esiste un insieme A tale che u(A) = 0 e |F|(A°) = 0, ovvero se F' puo essere diversa da
0 solo su insiemi di misura p nulla.

Osservazione 1. |F| ¢ singolare rispetto a u se e solo se p ¢ singolare rispetto a |F| e si usa
indicare tale relazione riflessiva con p L |F|.
Osservazione 2. Piu in generale si puo definire F' | G per due misure con segno e risulta

F1G&|F|L|G|.

Osservazione 3. Se F' & simultaneamente singolare e assolutamente continua rispetto a u allora
F=0.

Teorema (Decomposizione di Lebesgue). Sia (X, A, 1) uno spazio di misura ed F' una
misura con segno definita su A. Allora esistono due misure con segno F, e Fs, univocamente
determinate, tali che F, é assolutamente continua rispetto a p, Fs é singolare rispeto a u e
F=F,+F;.

Dimostrazione. Basta considerare il caso in cui F' sia una misura positiva. Sia M = sup{ F(A) | u(A) =
0}. Se M =0, allora F' & p-assolutamente continua. Se M > 0, sia A,, una successione di
insiemi tali che

wWA,) =0 e lmF(A,) =M.

Poniamo S = U, A,,. Ovviamente

p(S) <Y Ay =0 e VnF(A,) < F(S).

Per la prima disuguaglianza p(S) = 0 e dunque F(S) < M. Per le altre disuguaglianze F(S) >
M e dunque F(S) = M. Ponendo

Fu(A) = F(ANSY) e F,(A)=F(ANS),

si ottiene una decomposizione di Lebesgue. Infatti, F € concentrata su un insieme di misura
p nulla e quindi & singolare; e F, & assolutamente continua, perché p(A) = 0 implica (S U
(AN S°)) =0e, se fosse F,(A) = F(ANS°) >0, si avrebbe F(SU (AN S9)) > F(S) =M, in
contraddizione con la definizione di M.

Se F' = G, + G, € una qualunque decomposizione di Lebesgue, allora F, — G, = G5 — F;. Ma la
prima differenza e assolutamente continua e la seconda singolare; dunque entrambe le differenze
sono nulle, e cio dimostra 'unicita della decomposizione. q.e.d.

Esempi semplici ma significativi saranno presentati studiando le misure di Lebesgue-Stieltjes
in R.
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Estensione di misure

4.1 Semianelli e algebre generate

Definizione. Una famiglia S di sottoinsiemi di un insieme X si dice semianello se e solo se
1)0eS;
2)Se A,B € S allora ANB € S;
3)Se A,B €S e BC A allora A si pud ottenere come unione disgiunta di un numero finito di
elementi di S, uno dei quali é B:

A:UZ=1Bk, BkGS, BiﬂBj:(Z)sei;éj7 B =B.

Gli elementi di S sono in genere insiemi “semplici” ai quali & “naturale” associare una misura
“elemntare” m. La struttura di semianello serve per estendere m a famiglie pi‘u ampie ed in-
teressanti di sottoinsiemi di X.

Ad esempio gli intervalli di R™ | cioeé gli insiemi della forma (a1,b1) X (ag,b2) X ... X (ay, by,)

, dove (p, q) indica un intervallo di R che puo essere aperto, chiuso o semiaperto, costituiscono
un semianello.

Se esiste X € S tale per ogni A € S risulta A C X si dice che X é ’unita di S .

Ad esempio 1 sottointervalli di un intervallo fisso I di R™ costituiscono un semianello con
unita 1.

Sia & un semianello con unita X e R linsieme delle unioni finite di elementi di S:
BeR<B=UY_ B, , B,eS.
E facile verificare che R & un ‘algebra. Si dice che R & l’algebra generata da S.

In virtu della proprieta 3) dei semianelli, ogni B € R si puo scrivere come unione disgiunta di
un numero finito di elementi di S.
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Siam : S — [0, +oo| (per ragioni di semplicita nel seguito assumeremo che m(X) < 400 )
una misura su S , cioé una funzione additiva.
(Ad esempio

m([T(ox —ar)) = T[]0k —ax) )
k=1 k=1

Proposizione. Esiste un’unica misura su R che prolunga m, ancora indicata con m, ed é
definita da

N
m(B) =Y m(By) se B=UJ_ By, BcSeB;NB;=0sei#j.
k=1

La dimostrazione & elementare, bisogna pero verificare che la somma non dipende dalla scelta
della decomposizione di B in insiemi elementari appartenenti ad S:

se B & unione digiunta degli insiemi C; € S, | = 1...M, allora gli insiemi Ay ; = By N C} sono
una partizione di B in insiemi elementari e per I'additivita di m su S :

N

M M
> om(Bi) =Y m(Agy) =Y m(Cy) .
k =1

k=1 =11=1

4.2 Misura esterna

Definizione. Per ogni sottoinsieme A di X (A € P(X)) si pone

+oo
p(A) = inf{> m(By) | AC U[XBy , By €S}.
k=1

La funzione p* : P(X) — [0, +o0[ si dice misura esterna.

La misura esterna ¢ una valutazione di A in termini di “costo minimo” (cioe )", m(By)) per
ricoprire A con una successione “ottimale” di elementi semplici B. In generale il minimo non
esiste e non vi & un ricoprimento ottimale. Si considera allora ’estremo inferiore dei “costi”
possibili.

In generale una misura esterna non é una misura perché non é necessariamente additiva. Tut-
tavia vale la

Proposizione. p* é o-subadditiva:
+oo
ACUES Ay = i (A) < 3 1 (An) -
n=1

In particolare p* & monotona: A C B = u*(A) < u*(B) .
Dimostrazione. Dato € > 0, siano B¥ € S con

Ay CURBE e S m(BE) < i (An) + o -

271
k
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Allora A CU,, Uy Bt e
<ZZmBk SZ )+e.qed.
Si noti che p*()) =0, essendo § € S .

Osservazione. La funzione
d(A,B) = p*(AAB)
¢ una pseudometrica in P(X). Infatti:
d(A,B) >0, d(A,A) =0, ma d(A,B)=0 non implica A=DB;
d(A,B) =d(B,A) ;
d(A,B) <d(A,C)+d(A,B) .

Infatti AAA = () , ma vi possono essere insiemi non vuoti di misura esterna nulla. Inoltre
AAB = BAA . Infine AAB C (AAC)U (CAB), perchése (xt € ANz ¢ B)V (x ¢ ANz € B)
allora o x € C e quindi (x € CAz ¢ B)V(zx € CANx ¢ A) , oppure z ¢ C e quindi
(¢ CAhxeA)V(x ¢ CAx e B). Per la subadditivita di pu* si ottiene

p*(AAB) < p*(AAC) + u*(CAB) .
Osserviamo ancora che per ogni pseudo metrica d si ha
(e, 2) — d(z)| < d(z,)
e quindi, essendo EAQ) = F :
[u*(A) = p*(B)| < u*(AAB) .

Nel seguito supporremo che m sia g-additiva su S ,cioe
B,B,€S,B=U{XBy, B,NBj=0 se i#j

implica

“+oo
= m(B)
k=1

Proposizione. p*|g = m. Di conseguenza, essendo m additiva e u* sigma-subadditiva, m
e o-additiva su R.

Ricordiamo che in generale additivita finita e o-subadditivita implicano o-additivita: se A &
Punione disgiunta degli Ag,

n

Vn m(Up_1Ag) = Zm(Ak ) <m(A4) < Zm (Ag)

k=1
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Basta allora passare al limite per n — 400 per verificare che I'ultima disuguaglianza & in effetti
una uguaglianza.

Dimostrazione della Proposizione.
1) In primo luogo vediamo che p* = m su S, perche risulta

BCU%By, BBy €S = m(B) <Y m(By)

Poniamo infatti Cy, = BN B € S. B & unione in generale non disgiunta dei C%. Poniamo allora
D, =Cf — U?;IICJ- € R. I Dy, sono disgiunti e

Essendo Dy € R, si puo scrivere Dy, = Uk Ei con gli Ef € S disgiunti. Allora B & unione
disgiunta degli E}, e, per la o-additivita di m su S, si trova

+o0 ng 4 +oo +o0
=33 m(E) =Y m(Di) <3 m(By)
k=1 i=1 k=1 1

2) Sia ora A = U}_, A € R, con gli Ay € S disgiunti. Ovviamente

4) <> m(Ar) = m(4).
k=1

Per ogni ricoprimento A C U+°°BJ , Bj € 8, se poniamo C! = ApN Bj, risulta
+oco

Ap CURXCL , m(Ar) <) m(CY)
j=1

UroiCLC By, > m(C)) <m(By) .

Pertanto
n —4oo
m(A) = Z (Ar) <> m(C)) =
k=1 k=1 j=1
4o n
DHMCE WD
j=1k=1

Per D’arbitrarieta delle B; si ha m(A4) < p*(A4). q.e.d.
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4.3 Insiemi misurabili

Si puo considerare una classe in genere pitt ampia di R, ma in genere piu ristretta di P(X),
tale che la restrizione di p* ad essa sia una misura.

Definizione. A € P(X) si dice misurabile se e solo se
Ve >03dBeR d(A B)<ce.

Indicheremo con L la famiglia dei sottoinsiemi di X misurabili nel senso ora indicato. Ovvia-
mente R C L . Per A € L si pone

p(A) = p*(A) cioé p=p"|c .

Le Proposizioni 1 e 2 seguenti saranno precisate dalle successive Proposizioni 3 e 4.

Proposizione 1. £ é un’algebra.
Dimostrazione.
1) Ovviamente la definizione implica che R C L.
2)Se A€ LeB. €R,condlAAB,) < e, essendo

AAB. = (AN BS) U (A°N B.) = A°AB¢

e BSeR,siha A° € L.
3)Se A1, Ay € L e Bi,,Bs. € R, con d(A;AB;.) <e, j=1,2,essendo B .UBy. € R,

(A1 U AQ)A(BLE U BQ’E) - (AlABl,E) U (AQABQ’E)
e dunque, per la monotonia e subadditivita di p*:
d((A1 U 142)7 (Bl,e @] 3278)) < d(AlABLE) + d(AQABQ7€) < 2,

siha A1 U Ay € L.
4) X e Requindi X € L. g.ed.

Proposizione 2. y é additiva su L .
Dimostrazione. Siano Ai, A; € L disgiunti. Basta verificare che

1(Ar) + p(Az) < p(ALU A)
prché gia sappiamo (subadditivita di p*) che
1(A1) + p(Az2) = p(A1 U Az)

Siano Bi, By € R, tali che d(A4;AB;) < ¢, j = 1,2 e poniamo A = A; U Ay, B = By U Bs.
Allora, come nella proposizione precedente d(A, B) < 2e. Inoltre, essendo Ay N Ay = (), cioe
AfUAS = X, si ha

BiN By C (AlABl) U (A2 N BQ) e m(B1 N Bg) < 2e¢.
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Ricordando che in generale u*(P) — d(P, Q) < pu*(Q), otteniamo
w(A) > u(B) —2e > m(B1) + m(Bg) —m(By N By) — 2 >
> u(Ay) —e+ p(Az) —e —2e —2¢.

E, per larbitrarieta di €, la disuguaglianza iniziale e con essa la proposizione ¢ dimostrata.

Proposizione 3. L é una o-algebra.
Dimostrazione. Dati Ay € L, sia A = U; > 4. Definendo

k—
;C:AkajzllAjGE,

si ha A = U;;’?A;C, con unione disgiunta, e quindi, per la monotonia di p* e la finita additivita
di p, per ogni n

D nlAL) = p(Uiy Ay) < p(4) .
k=1

Allora 3725 u(A4) < p*(A) e, dato € > 0, esiste N tale che Y ks H(AY) < e. Inoltre Oy =
UN | A} € L e dunque esiste B, € R tale che

w (CNAB.) =d(Cn,B:) <e.
Ma, se Dy = UpsnAj:
AAB, = (Cx UDN)AB, C (CNAB:) U Dy
e, per la subadditivita di p*,

d(A,B.) = p*(AAB.) < e+ Y p(A}) <2 .
k>N

Cioe A € L. g.ed.
Proposizione 4. p ¢ o-additiva su L .
Dimostrazione. p € finitamente additiva e o-subadditiva su £ e gia sappiamo che queste due

proprieta implicano la o-additivta di p. q.e.d.

Proposizione 5. p ¢ completa su L .
Dimostrazione. Si osservi che se p*(A) = 0 allora A € L:

PeR e Ve>0 p*(AAD) <e.

Dunque se u(A) =0e B C A, si ha p*(B) =0 e pertanto B € L. g.e.d.
Possiamo allora riassumere i risultati precedenti nel

Teorema. Sia S un semianello con unita X e m una funzione non negativa, finita e o-
additiva su S, allora (X, L, u) é uno spazio di misura completo (ovvero L & una sigma-algebra
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in X e p € una misura (finita) sigma-additiva e completa su L ).

Osservazione. L’estensione o—additiva p della misura elementare m € unica, nel senso che
se A & una qualunque estensione o—additiva di m e A € £ appartiene al dominio di definizione
di A allora A(A) = p(A). Infatti, sull’algebra R generata da S A, p e m coincidono, ma per ogni
€ > 0 esiste B € R tale che u(AAB) < ¢ e dunque

[(A) = w(B)| = [u(A) = m(B)| = [u(A) = A(B)| <& .

Osservazione. Le affermazioni precedenti valgono anche per misure o-finite. In particolare,
se si parte da una misura (o-additiva) m o-finita su un’algebra A, poiché £ contiene o(A) (la
o-algebra generata da A), si verifica che m ha un’unica estensione ad una misura p o-finita su
o(A), risultato noto come teorema di Hahn-Kolmogorov.

4.4 Il criterio di Carathéodory

La famiglia degli insiemi misurabili, nel senso della definizione introdotta nella sezione prece-
dente, puo essere anche caratterizzata dal seguente

Criterio di Carathéodory. A C X ¢ misurabile se e solo se per ogni S C X si ha
p(S) = p (SNA)+p"(SNA%) .

Dimostrazione.

1) Supponiamo che A sia misurabile. Sia P un insieme misurabile (ad esempio una unione
disgiunta e numerabile di elementi del semianello iniziale) tale che S C P e p*(S) < pu(P) <
w*(S) + ¢, allora

1(S) + & = u(P) = u(P 0V A) + u(P 1A%) = 1°(S 01 A) + (S 1 A
Per Parbitrarieta di € si ha

pr(S) = pr (SN A) + p* (SN A°) .
Essendo p* subadditiva, si ottiene I'uguaglianza desiderata

1(S) = 1 (S0 A) + (8 1 A°) .

2) Supponiamo ora che A soddisfi il criterio di Carathéodory e controlliamo che A & misurabile.
Sia P una unione disgiunta e numerabile di elementi del semianello iniziale, P = Uy I}, tale che
ACPe

pr(A) < p(P) = p(ly) < p(A) +e .
k

Siano poi n e B tali che P O B = Up_,I; e u(P) — e < u(B). Allora abbiamo
ACBU(P-B) , AAB=(A-B)U(B-A)C(P-B)U(P-4);

w(P—B)<e e
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w(P) = p* (PN A)+ p"(PNA%) = p*(A) + p*(P— A) < p*(A) +e,

dunque p*(P — A) < e. Finalmente
W(AAB) < (P — B) + u*(P — A) < 2z,
per ogni € > 0; quindi A & misurabile. g.e.d.

* ok >k

Viceversa, data una misura esterna, si puo usare il criterio di Carathéodory per definire gli
insiemi misurabili. Riassumiamo i principali risultati, rinviando per una trattazione piu det-
tagliata e per le relative dimostrazioni a Federer[5] e Hewitt-Stromberg|[7].

Definizione. Una funzione M : P(X) — [0, +o0] si dice misura esterna su X se e solo
se soddisfa alle condizioni seguenti:
1) M (D) =0, e quindi non é identicamente uguale a +oo,
2) AC B = M(A) < M(B), cioé M & monotona non decrescente, e
3) per ogni successione di insiemi Ay, disgiunti si ha

—+oo
MU AR) <> M(Ay)
k=1

cioé M ¢é o-subadditiva.

Definizione. A C X si dice misurabile (secondo Carathéodory) se e solo se per ogni
S C X si ha
M(S)=M(SNA) +M(SNA).

Indichiamo con Ay la famiglia degli insiemi misurabili (secondo Carathéodory) e con u la re-
strizione di M a Aj;.

Teorema. A,; & una o-algebra, p una misura o-additiva e completa, cioé (X, Apr, i) & uno
spazio di misura completo.

Vi sono molti tipi di procedimenti per generare misure esterne: nella sezione 2 abbiamo visto
un metodo di definizione naturale basato su una misura elementare (ma o-additiva) data su un
semianello; nell’ultimo paragrafo del capitolo 7 vedremo misure esterne (di Radon) definite sulla
base di un funzionale lineare e positivo sullo spazio delle funzioni continue a supporto compatto.
In uno spazio metrico, un procedimento per definire misure esterne di grande importanza, teorica
e applicativa, ¢ il seguente:

Sia X uno spazio metrico separabile, O la famiglia degli aperti e m un numero reale positivo.
Per § > 0 arbitrario, dato un qualunque sottoinsieme S di X, poniamo

+oco
pim.s(S) = inf{ Y (diamO)™ | Oy € O, diamOy, <4, S C U0 },
k=1
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e quindi
pm(S) = lim fn,5(S) = sup Nm,5(s) .
4—0 §>0

Si vede che i, € una misura esterna detta (eventualmente introducendo un opportuno fattore
moltiplicativo) misura di Hausdorff m-dimensionale. Se pm,(S) < 400 e n > m allora u,(S) = 0.
Per un sottoinsieme S, l’estremo superiore d dei numeri reali m > 0 per i quali p,,(S) = 400 si
dice dimensione di Hausdorff di S. In R™ la misura di Lebesgue & proporzionale a p,,. (Per una
trattazione approfondita di questi temi si veda ad esempio Federer[5]).

Definizione. Una misura esterna M si dice regolare se per ogni sottoinsieme S esiste un
sottoinsieme A misurabile (cioe A € Ajy) tale che

SCA e M(S)=MA) = u(A) .

Si dimostra che, se M & regolare, non esistono estensioni proprie o-additive, e neppure finita-
mente additive, di u concordanti con M, cioé non esiste una o-algebra A contenete propriemente
Ay tale che M ristretta ad A sia additiva.

La misura esterna p* generata da una misura elementare m o-additiva su un semianello é
regolare. Infatti per ogni S C X e per ogni n > 0 esiste per definizione una unione A,, numer-
abile di elementi del semianello che ricopre S e tale che u(A4,,) < p*(S)+1/n. Allora A =N, A,
¢ misurabile, contiene S e p*(S) = p(A).

Dunque la o-algebra degli insiemi misurabili definita nella sezione 3 € massimale, sotto il vincolo
di essere una restrizione di p*.

Anche le misure esterne (di Radon) definite sulla base di un funzionale lineare e positivo

sullo spazio delle funzioni continue a supporto compatto, alle quali acceneremo nel capitolo 7,
sono regolari.

& & &
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Capitolo 5

Misure 1in R

5.1 Misure di Lebesgue-Stieltjes in R

Ricordiamo che una funzione F nondecrescente in R ammette in ogni punto limite destro

e limite sinistro:
F(z—0)= lim F(t)=supF(t) < F(z) < inf F(t) = lim F(t)=F(z+0) .
t—x— t<x <t t—at

Un punto z ¢ di discontinuita per F' se e solo se F(x + 0) — F(x — 0) > 0, differenza che in tal
caso si dice salto di F'in z.
Una funzione nondecrescente ha al pitt un’infinita numerabile di salti (su ogni intervallo finito,
ad esempio [—p, p], il numero N di punti con salti > 1/n & limitato da n(F(p) — F(—p)).
E bene osservare che i punti di salto possono essere distribuiti in modo arbitrario, ed eventual-
mente costituire un sottoinsieme denso. Ad esempio, considerando per semplicita un intervallo
limitato [a, ], sia {z,} un sottoinsieme numerabile arbitrario di [a, b e {p,} una successione di
valori positivi associati ai punti x, tale che ) p, < 4+occ. Allora la funzione

F(J}):an

¢ monotona nondecrescente e continua a sinistra nell’intervallo [a, b[. I punti z,, sono i suoi punti
di salto ed i valori p,, sono i salti corrispondenti: F(z, + 0) — F(z,) = pr. Si dice che F' & una
funzione di salti.

Se p & una misura in R definita almeno sulla o-algebra dei Boreliani B(R) e limitata sugli
insiemi limitati, ad essa si pud associare una funzione monotona nondecrescente, definita in
modo univoco a meno di una costante additiva, ponendo per a < b:

F(b) = F(a) = p([a,b]) -

Per le proprieta di continuita delle misure lungo successioni crescenti di insiemi, F' risulta
continua a sinistra: F(xz —0) = F(z). Infatti, fissato a < z,

F(a) ~ F(a) = pla,2]) = lim pu(a,z — ~[) = F(x —0) ~ Fa)
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Per le proprieta di continuita delle misure lungo successioni decrescenti di insiemi, F' & discon-
tinua in = se e solo se u({z}) # 0, che in tal caso & il salto di F in x:

pl{) = Fla +0) ~ F(a) = limp(lo, 7 + )

Se x & un punto di discontinuita di F' si ha
u(ltsa)) = [t D) + p({2}) = F(z +0) - F(t) £ ([t a]) -
Ovviamente
u(lt,al) = F(z) — F(t+0) , u(lta]) = F@+0) — F(t+0).

Se la misura & finita, & usuale selezionare la costante arbitraria ponendo F(z) = u(] — 00, z[) e
in tal caso, per le proprieta di continuitd delle misure, F(—o0) = 0 e F(+o00) = u(R).

Vale un risultato reciproco:

Teorema. Sia F una funzione nondecrescente e continua a sinistra su R. Si consideri il
semianello S degli intervalli semiaperti del tipo [z, y[ ([z,y[= 0 se y < z), che ha unita R, e si
definisca su S la funzione additiva m nel modo seguente:

m(lz,y) = F(y) — F(z) se z<y , m(@)=0.

Allora m é g-additiva su S e si puo quindi estendere, per il teorema di Hahn-Kolmogorov, ad
una misura o-additiva e completa definita su una o-algebra Ly contenente B(R).
Dimostrazione. Per semplicita ci limitiamo a considerare il caso di misure finite generate da
funzioni monotone definite su un intervallo [a, b[ limitato.

Verifichiamo la o-additivitd di m su S. Sia: I = [z, y[, I, = [n,yn[ e I = U, I, 'unione essendo
disgiunta.

1) Essendo m finitamente additiva e dunque monotona (sull’algebra generata da S), per ogni p
risulta

/4
Wb I, C 1= m(I,) <m(I)
n=1

e dunque Y7 m(I,) < m(I).
2) Dato € > 0, considerata la continuita a sinistra di F, si possono trovare y* e %, z < y* <y
e ) < xn, tali che

F(y") <F(y) < F(y*)+e , F(z}) < F(z,) < F(z}) + 2% _

Allora per gli intervalli K = [z, y*[ e Ly, = [z, yn] sl ha
m(I) >m(K)>m(I)—¢ , m(I,) <m(L,) <m(l,)+e/2" .

L’aderenza K* di K & compatta e ricoperta dagli interni LY degli L,,, dunque ¢ sufficiente un

. . . 7o 1o o . . o
numero finito di aperti L , L7, ,...L7  per ricoprire K* e allora

K CK*C Ul LS, CUil L,
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implica
N “+oco
m(I) —e <m(K) < Zm(ij) < Zm(Lk) +e.
k=1 k=1

Per Parbitrarieta di € e per il punto 1) si ottiene la o-additivita. g.e.d.
La misura ottenuta si dice misura di Lebesgue-Stieltjes generata da F'.

Osservazione. Se F(z) = z si ha m([a,b]) = b— a e l'estensione di m ¢& la classica misura
di Lebesgue su R.
Le proprieta della funzione F(x) = x e il procedimento di costruzione che conducono all’esten-
sione di Hahn-Kolmogorov mostrano chiaramente che la misura di Lebesgue su R ha la proprieta
di invarianza per traslazioni:

Vee RVAe L(R) Az+ A) =A(4).

Osservazione. La o-algebra Ly puo variare con F, tuttavia si ha sempre B C Lp. Ad
esempio, se F(z) = 0 per x < ce F(z) = 1 per ¢ < z, F genera la misura di Dirac §. sulla
o-algebra massimale P([a, b]):

c¢ A=06.(A)=0,ceA=6.(A)=1.
Invece la misura di Lebesgue ordinaria, generata da F'(z) = z, & definita,come vedremo succes-

sivamente (insiemi non misurabili) su una o-algebra strettamente contenuta in P([a, b[).

Ossevazione. Si potrebbe in modo equivalente lavorare con funzioni monotone continue a
destra. Ad esempio, data pu, si potrebbe porre F(z) = pu(] — oo, z].

L’integrale di Riemann-Stieltjes. Ci limitiamo a considerare il caso di un intervallo
limitato semiaperto [a, b|.

1) Se F' & una funzione monotona non decrescente e continua a sinistra su [a, b[ e p € la misura
da essa generata, risulta corrispondentemente definita una classe di funzioni f sommabili e il
loro integrale, detto di Lebesgue-Stieltjes su [a, b], si scrive in una delle forme equivalenti

/fduz f@dp(x) = [ fudn) = [ f@)dF() .
la,b] la,b] |a,b] la,b]

2) Data una funzione f definita in [a,b], in analogia con la definizione dell’integrale classico
di Cauchy-Riemann, si possono considerare le partizioni finite di [a, b] formate dagli intervalli
[Zg—1, 21 (a = 29 < 1 < Ta... < T, = b), scegliere dei punti arbitrari ¢; in ogni intervallo e
costruire le somme integrali

Zf(tk)(F(ﬂ%) — F(wg-1)) -
k=1

Se queste somme amettono un limite I quando max |z — zx—1| — 0, indipendentemente dalla
scelta dei punti ¢, allora I si dice integrale di Riemann-Stieltjes di f su [a, b[ e si indica con

/a " F@)dF ()
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Osservazione. L’ultima notazione presuppone di aver precisato di voler intendere I'integrale
sull’intervallo semiaperto [a, b[. Se si volesse introdurre I'integrale sull’intervallo chiuso [a, b], che
si indica con la stessa notazione, si dovrebbe disporre anche di un valore per F(b+ 0), maggiore
o uguale a F'(b), e, se questo fosse diverso da F'(b) = F(b — 0), le somme integrali dovrebbero
essere incrementate della quantita f(b)(F(b+0) — F(b)), che si ritroverebbe al limite eventuale.

Proposizione. Se f é una funzione continua su [a,b|, essa ammette su [a, b[ un integrale di
Riemann-Stieltjes coincidente con il suo integrale di Lebesgue-Stieltjes, sempre su [a, b].
Dimostrazione. Le funzioni, costanti a tratti, uguali a f(tx) su [zx_1, Zx[, sono funzioni semplici
e le somme integrali sopra considerate sono i loro integrali di Lebesgue-Stieltjes. Tali funzioni
convergono uniformemente a f e quindi, per la definizione stessa dell’integrale di Lebesgue, i
loro integrali convergono ad un limite I, che & l'integrale di Lebesgue di f.

5.2 Funzioni a variazione limitata

Nella sezione precedente abbiamo studiato misure positive di Lebesgue-Stieltjes, generate
da funzioni monotone. Possiamo introdurre misure con segno A di Lebesgue-Stieltjes come
differenza di due misure positive di Lebesgue-Stieltjes p e v. Consideriamo, per semplicita un
intervallo limitato [a, b[. Allora, se

G(x) = plla,2]) , H(z) = v([a, z])

e dunque G(a) = u(@) = H(a) = v(0) = 0, le funzioni G e H, monotone non decrescenti e
continue a sinistra, generano le due misure p e v. La loro differenza f = G — H genera, sulla
o-algebra L; N Ly O B, la misura A. Si ha

Az, y) = p([z,y) — v([z,y]) = G(y) — G(z) — [H(y) — H(z)] = f(y) — f(=) .

Se G* e H* sono altre funzioni monotone per le quali f = G* — H*, per tutti gli insiemi di Borel
B si ha
A*(B) = p*(B) —v*(B) = (B) —v(B) = A(B) ,

perché la famiglia dei B tali che A*(B) = A(B) & una o—algebra, contiene la famiglia degli
intervalli [z, y[ e quindi tutti i Boreliani.

Dunque, per i Boreliani, tutte le decomposizioni di f come differenza di due funzioni monotone
sono equivalenti.

La classe delle funzioni che possono essere rapresentate come differenza di due funzioni mono-
tone coincide con la classe delle funzioni a variazione limitata(a valori reali).

Definizione. Si dice che una funzione f & a variazione limitata sull’intervallo [a, b] se e solo
se esiste una costante M tale che per ogni suddivisione

a=29<21<..<Zp=2>0

dell’intervallo risulta
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L’estremo superiore delle somme precedenti, al variare di tutte le suddivisioni finite di [a, b], si
dice variazione totale di f sull’intervallo [a,b] e si indica con V(f,[a,b]):

V(f,la,b]) = sup »_ |f(x;) — f(zj-1)| -
j=1

L’insieme delle funzioni a variazione limitata su [a, b] verra indicato con BV ([a, b]).

Osservazione. Ovviamente ogni funzione monotona ¢ a variazione limitata e, se f & monotona,

V(f,la,b]) = [£(b) = f(a)l.

Proposizione. BV ([a,b]) é uno spazio vettoriale (su R) e in esso V (f,[a,b]) é una seminor-
ma:
1) V(f,[a,b]) >0 e V(f [a,b]) =0 seesolose f é costante;
2) V(Af,[a,b]) = [AV(f, [a,b]);
3) V(f+g.la,b]) <V(f a,b]) + V(g,la,b]).
Dimostrazione. I punti 1) e 2) seguono immediatamente dalla definizione di variazione totale.
1l punto 3) segue dall’osservazione che per ogni suddivisione dell’intervallo

Z (f +9) (@) = (f + )z < Y |f(25) = flag-a)| + Z l9(z5) — g(z;-1)| -

Jj=1

Osservazione. Se si fissa il valore delle funzioni in un punto, ad esempio se si considerano solo
il sottospazio BV([a,b]) delle funzioni a variazione limitata f tali che f(a) = 0, si ottiene uno
spazio vettoriale normato, e si puo facilmente dimostrare che esso &€ completo.
(Per g € BV sia||g|| = V(g([a,b]). Se fn & una successione di Cauchy allora, per ogni z, f,(z)
¢ di Cauchy in R, perché | fuyp(z) — fu(2) — (fasp(a) — fa(@))] < |[fasp — full. Sia f il limite
puntuale delle f,:
Z ‘(f - fn)(xj) - (f - fn)(xjfl)‘ = liII)nZ |(fn+p - fn)(xj) - (fn+p - fn)(xjfl)‘ :

j=1

j=1

Ma, qualunque sia € > 0, per n sufficientemente grande e per ogni p si ha ||fo+p — fall < &,
e, prendendo ’estremo superiore del primo membro al variare di tutte le suddivisioni, si trova

If = fall <€)

Proposizione. Per la variazione totale di una funzione su un intervallo valgono le affer-
magzioni seguenti:
1) Se a < ¢ < b allora V(f,[a,b]) =V (f,a,c]) + V(f,][c,b]);
2) La funzione v(xz) = V(f,[a, x]) & monotona nondecrescente;
3) Se, in un punto z, f é continua a sinistra o a destra, allora, in z, anche v é continua a sinistra
o0 a destra.
Dimostrazione. Introduciamo la seguente notazione: sia P una partizione di un intervallo
formata dai punti z;, allora poniamo

S, P) =1 f(ws) = flj)l -
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Osserviamo che aggiungendo punti di suddivisione la somma non decresce.
Siano P’ e P"” partizioni di [a, c] € [c, ] tali che

V(f.lasc]) < S(f, P')+e, V(£ [eb]) <S(f,P")+e
e sia P la partizione di [a, b] unione delle partizioni P’ e P”. Allora
V(fla,c)) + V(f,le,b]) < S(f, P) 42 <V (f,|a,b]) + 2¢ .

Per Darbitrarieta di e

V(f,la,d) + V(£ [c,0]) < V(f,]a,b]) -

Viceversa, se P & una partizione di [a, b], che non ¢ restrittivo supporre abbia ¢ come suo punto
di suddivisione, allora P si puo pensare unione di P’ e P" partizioni di [a, c] e [¢, b]. Dunque

S(f,P)=S(f,P")+S(f,P") <V(fla,c]) + V(f,[c,b]) .
Per Parbitrarieta di P, passando all’estremo superiore
V(f,la,c) + V(e b)) = V(] [a,b]) .

Il punto 1) & dimostrato.
Essendo V (f, [z, y]) non negativa il punto 2) segue dal punto 1).
Se f & continua a sinistra in z, sia

z—o0<z<z =|f(x)-f»)|<e.

Sia P una partizione di [a, z] con z ultimo punto di suddivisione prima di z e V(f,[a,z]) <
S(f,P) + . Allora, se P’ ¢ la suddivisione di [a, z] ottenuta da P togliendo z, si ha

V(£ la,2]) < S, P) +1f(2) = f@)] + e < V(] [a,2]) + 22

e, per arbitrarieta di £ e la monotonia di v, si ottiene il punto 3) nel caso della continuita a
sinistra. Per la continuita a destra la dimostrazione € analoga.

Per quanto concerne il punto 1), conviene osservare che, se p ¢ una misura di Lebesgue-
Stieltjes e F' una funzione monotona continua a sinistra che la genera, si ha

:u([a‘vb[) - F<b) - F(a’) = V(F7 [a‘vb]) :
Per avere p([a, b]) occorre disporre del valore F'(b+0): u([a,b]) = V(F,[a,b]) + F(b+0) — F(b).
Per una generica funzione a variazione limitata e continua a sinistra f, alla quale sia associato
un valore f(b+ 0), poniamo

V(f,la,b+0]) = V(f,[a,b]) + [f(b+0) — f(b)] -

Teorema. La classe delle funzioni a variazione limitata su [a, b] coincide con la classe delle
funzioni rappresentabili come differenza di due funzioni monotone nondecrescenti.
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Dimostrazione. Ovviamente la differenza di funzioni mono