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Prefazione

In questo quaderno sono raccolti gli appunti a qualche parte delle lezioni
del corso di Topologia (generale)dedicate alla compattizzazione di Stone
Cech, che il primo autore tiene presso 1’Universitd di Torino. Si & deciso
di pubblicare questa parte perche tale argomento, di base nello studio della
Topologia, fa parte ogni anno del programma del corso.






Introduzione

In questo quaderno si studia il problema della C*-immersione di uno
spazo completamente regolare X, cioé¢ della possibilita di estendere ogni
funzione continua e limitata di X in R ad un sovraspazio di X, in cui X sia
denso.

Ripercorreriamo brevemente i momenti storici in cui la teoria ha iniziato
a svilupparsi, sino a giungere ai fondamentali risultati della compattizzazione
di Stone Cech.

E noto che funzioni continue su uno spazio compatto hanno come imma-
gine un compatto e che i compatti di R™ sono i chiusi limitati. Alcuni
mate-matici del Novecento si sono posti il problema di come immergere uno
spazio non compatto in uno compatto in modo da poter estendere ad esso
ogni funzione continua limitata.

Nel 1924 Alexandroff definisce la compattizzazione di uno spazio X di
Hausdorff localmente compatto: wX = X U {oc}, dove oo & un punto che
non appartiene ad X.

Nel 1930 Tychonoff usa il concetto di spazio completamente regolare,
introdotto da Urysohn nel 1925, e definisce il prodotto topologico di un nu-
mero arbitrario di intervalli [0, 1], detto cubo di Tychonoff, provando che
esso ¢ compatto. Cech nel 1937 si ispira alla tesi di dottorato di Tychonoff
(scritta sotto la direzione di Alexandroff), in cui egli dimostra che uno spazio
topologico X & sottospazio di uno spazio compatto di Hausdorff se e solo
se per ogni chiuso K di X e per ogni z € X — K esiste una funzione con-
tinua f : X — [0,1] che manda = in 0 e K in 1 (questi particolari spazi
sono detti completamente regolari), e costruisce un cubo di Tychonoff P(X)
come prodotto di tante volte [0, 1] quante sono le funzioni continue e limitate
f X — [0,1]. Definita poi su X la funzione e che manda il generico ele-
mento z € X nell’elemento di P(X) che ha come componente relativa alla
funzione f proprio f(z), ossia ponendo f{e(x)}; = f(z), Cech indica con
B(X) la chiusura dell’iniezione di X nel cubo di Tychonoff. Ne risulta che
e[X] & C*immerso in $X, ovvero che ogni funzione continua e limitata
su e[X] ha una ed una sola estensione continua e limitata su SX. Inoltre
BX & compatto ed ogni spazio in cui X & denso e C*-immerso & un sot-
tospazio di 5X. Nel suo lavoro del 1937, Applications of the theory of boolean
rings to general topology, Stone introduce una topologia sullo spazio
M(X) degli ideali massimali dell’anello C*(X). Se X & uno spazio
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iv P.M. Gandini, S. Bianco — Appunti di topologia

completamente regolare, gli ideali massimali fissi sono tutti della forma
{f € C*(X)/f(xg) = 0}, per xp € X ed il sottospazio formato da essi &
omeomorfo ad X. Risulta poi che X ¢ C*-immerso in M(X), dal che si
deduce che esso ¢ omeomorfo allo spazio $X di Cech.

Nel 1943, su A problem of set-theoretic topology, Hewitt scrive:

‘Un celebre teorema, dovuto a Tychonoff e poi esteso da Stone e Cech [...]
afferma che ogni spazio completamente regolare puo essere immerso come
sottoinsieme denso in un appropriato spazio di Hausdorff compatto’.
Nel 1985 Cameron si pose per primo la questione di come chiamare il teore-
ma risultato dei lavori dei due matematici. Qualcuno parla del teorema di
‘Cech Stone’, mentre Hewitt li citava in ordine inverso, forse per dar maggior
risalto a Stone, che aveva seguito la tesi di Hewitt ad Harward. Un’altra
ipotesi ¢ quella di citare prima Stone e poi Cech, secondo l'ordine con cui
sono arrivati i loro lavori agli Annals of Math..

Gli importanti risultati dei lavori di Stone e di Cech sono sintetizzati da

Sia X uno spazio completamente regolare. Esiste allora uno

spazio topologico 3(X) tale che

(1) B(X) & uno spazio di Hausdorff compatto

(2) X  B(X)

(3) X e denso in X

(4) Ogni funzione continua e limitata f nel dominio X puo
essere estesa al dominio (X).

Nel 1937 Cartan presenta un lavoro sulla teoria della convergenza: la sua
teoria dei filtri e degli ultrafiltri verra modificata da Kohls, nel 1957, nella
nozione di z-filtri e z-ultrafiltri, che sara poi ripresa nel 1960 da Gillman e
Jerisonnel fondamentale testo Rings of continuous functions di questi due
grandi matematici.
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CAPITOLO 1

Nozioni preliminari

1. Funzioni e zero—insiemi

Sia X uno spazio topologico.
Si consideri l'insieme C(X) = {funzioni continue f : X — R}, dove R &
preso con la topologia standard. Su di essi possiamo definire le operazioni
di somma e di prodotto in questo modo:

Vf,ge C(X),Vz e X, (f+g)(x)=f(z)+g(x) e (f 9)(x)=f(z) g(z)

La somma e il prodotto di funzioni continue sono funzioni continue, per cui
C(X) ¢ chiuso rispetto a tali operazioni. Inoltre queste sono associative e
commutative, e vale la proprieta distributiva della moltiplicazione rispet-
to all’addizione. Le funzioni costanti e,, che associano ad ogni x € X la
costante r € R, sono continue e quindi stanno in C'(X). Allora eg sara lo
zero di C(X), mentre e; 'elemento unitario. Vf € C(X), 'opposta sara
la funzione —f che associa ad ogni x € X il valore —f(z), mentre la sua

inversa, che esiste solo se Vo € X f(x) # 0, sara definita da f~1(z) = ﬁ

Allora C(X), +, - € dotato della struttura di anello commutativo con unita.
Per ogni f,g € C(X) posso definire k(z) = sup{f(z),g(x)} ed
h(z) = inf{f(z),g(x)}: esse sono continue, come lo & anche la funzione
| f| definita da |f|(z) = |f(z)| (valore assoluto di un numero reale).
11 sottoinsieme C*(X), formato dalle funzioni limitate di C'(X), ¢ stabile
rispetto alle stesse operazioni, ed ¢ quindi un suo sottoanello.

DEFINIZIONE 1.1. Sia f € C(X). Si dice zero-insieme di f, e si indica
con Z(f), Uinsieme delle controimmagini di 0 mediante f. In simboli

(1) Z(f) = {z € X/f(x) = 0}

Z(f) risulta essere un chiuso, in quanto controimmagine mediante una
funzione continua del chiuso {0} di R.

DEFINIZIONE 1.2. L’insieme Cyz(f) = {z € X/f(x) # 0} si dice cozero-
insieme di f.

Poiche Cz(f) € il complementare del chiuso Z(f), risulta essere un aper-
to. Indichiamo con Z(X) l'insieme di tutti gli zero-insiemi di X e con Cz(X)
I'insieme dei cozero-insiemi. Posso inoltre interpretare Z come una funzione

Z :C(X)— Z(X), che associa ad f € C(X) lo zero-insieme Z(f).

1



2 P.M. Gandini, S. Bianco — Appunti di topologia

Risulta evidente che Z(f-g) = Z(f)UZ(g) e che Z(f*+g°) = Z(f)NZ(g)
e, poiche Vf,g € C(X), f-ge f2+ g% € C(X), Z(X) risulta essere stabile
rispetto alle intersezioni ed alle unioni finite.

Si puo dimostrare che esso ¢ stabile anche rispetto alle intersezioni
numerabili.

Risulta anche ovviamente che Cz(f) N Cz(g) = Cz(fg) e Cz(f)U
UC2(g) = Ca(f? + g%) e che Z(f) = Z(f) = Z(~f) = Z(f").

PROPRIETA 1.3. Ser € R ed f € C(X), allora A= {z/f(z) =1} é uno

zero-insieme.

DIMOSTRAZIONE. E facile provare che per g = min{f — r,0} si ha
A=Z(g). O

Osservazione. Anche l'insieme A" = {z/f(x) < r} & uno zero-insieme,
mentre gli insiemi {z/f(x) > r} e {z/f(x) < r} sono cozero-insiemi.

DEFINIZIONE 1.4. Uno spazio topologico di Hausdorff X si dice
completamente regolare se, per ogni punto x € X ed ogni insieme chiu-
so (non wvuoto) C che non contienente x, esiste una funzione continua

f:X —0,1] tale che f(x) =1 e f]C] = {0}.

E equivalente dire che esiste una funzione continua g : X — [0,1] tale
che g(z) =0 e g[C] = {1}: basta infatti considerare g =1 — f.

PROPRIETA 1.5. Uno spazio di Hausdorff X ¢é completamente regolare
se e solo se la famiglia Cz(X) di tutti i cozero-insiemi di X ¢ una base per
gli aperti di X .

DIMOSTRAZIONE. Iniziamo a dimostrare che, se lo spazio X & completa-

mente regolare, allora Cz(X) & una base per gli aperti di X. Prendiamo un
gene-rico aperto A ed un punto z € A, vogliamo trovare una funzione f per
la quale valga Iinclusione = € Cz(f) C A. Poiche x € A, x non appartiene
al chiuso X — A. Allora, per ipotesi, esiste una funzione continua f tale che
f(z) = 1ed f[X — A] = {0}, per cui x € Cz(f) C A. Poiché possiamo
farlo Va € A, 'aperto A ¢ esprimibile come unione di cozero-insiemi. Allora
Cz(X) & una base per gli aperti di A.
Partiamo ora dall’ipotesi che Cz(X) sia una base per gli aperti di A. Per
dimostrare che X & completamente regolare, consideriamo un generico pun-
to x € X e un chiuso C non contenente x. Allora x & contenuto nell’aperto
X — C che, per ipotesi, si puo esprimere come unione di cozero-insiemi.
Esistera dunque una funzione continua f tale che z € Cz(f) € X —C e
quindi Z(f) = X — Cz(f) D X — [X — C] = C. Scopriamo quindi che
fl@)=r#0ed fIC] =

Prendiamo h = min{1, maz{0, {}}, abbiamo trovato una funzione con-
tinua che soddisfa h[X] C [0,1], h(z) = 1 e h[C] = {0}. Allora X &
completamente regolare. U
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Capitolo 1 — Nozioni preliminari 3

DEFINIZIONE 1.6. Due sottoinsiemi non vuoti A e B di uno spazio
topologico X si dicono completamente separati in X se esiste una funzione

f e C*(X), per cui f[A] = {0} ed f[B] = {1}.
Caratterizziamo ora gli insiemi completamente separati tramite la

PROPRIETA 1.7. Le sequenti condizioni sono equivalenti:

(a) A e B sono completamente separati.

(b) A e B sono contenuti in zero-insiemi disgiunti.

(c) A e B sono contenuti in due zero-insiemi disgiunti , intorni
rispettivamente di A e B.

DIMOSTRAZIONE.
(b) = (a)
Per ipotesi A e B sono contenuti in zero-insiemi disgiunti, che indico rispet-
2
tivamente con Z(f) e Z(g). Considero h = # € C(X). hlA] = {0} e

h[B] = {fg—io} = {1}. Allora A e B sono completamente separati.

(a) = (¢)
Per ipotesi esiste una funzione continua f : X — [0, 1] tale che f[A] = {0}
ed f[B] = {1}

Poniamo C = {z € X/f(z) < 1} e D = {z € X/f(z) > 3}. Ce
D sono due zero-insiemi disgiunti. C' & un intorno di A: infatti 'aperto
{z € X/f(z) < 3} & contenuto in C e contiene A. Analogamente si ha che
D & intorno di B considerando l'aperto {z € X/f(z) > 2}

() = (b)

Questa implicazione & ovvia. O

COROLLARIO 1.8. Ogni intorno di un punto, in uno spazio completa-
mente regolare, contiene uno zero-insieme intorno del punto.

DIMOSTRAZIONE. Sia z € X ed U, un suo intorno. Allora esiste un
aperto A tale che x € A C U, e, di conseguenza, x non appartiene al chiuso
X — A. Poiche X & completamente regolare, esiste una funzione f € C(X)
tale che f(z) =1e f[X — A] = {0}. Quindi {z} ed X — A sono completa-
mente separati. Per la proprieta (1.7)(c), esistono due funzioni opportune,
h,k € C(X), per cui valgono le inclusioni: {z} C Z(h) e X — A C Z(k),
con Z(h)NZ(k) =@ e Z(h) intorno di {z}. Allora Z(h) & un intorno di x
contenuto in A e quindi z € Z(h) C A C U,. O

Diamo ora due definizioni di fondamentale importanza:

DEFINIZIONE 1.9. Un sottospazio S di uno spazio topologico X si dice
C*-immerso in X se ogni funzione di C*(S) puo essere estesa ad una fun-
zione in C*(X).

DEFINIZIONE 1.10. Un sottospazio S di uno spazio topologico X si dice
C-tmmerso in X se ogni funzione di C(S) puo essere estesa ad una funzione

in C(X).
Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica
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Nel prossimo capitolo caratterizzeremo gli spazi in cui X €& denso e
C*-immerso.

Universita di Torino



Capitolo 1 — Nozioni preliminari )

2. Ideali e z-filtri

Come abbiamo detto nel paragrafo precedente, gli insiemi C(X) e C*(X)
sono anelli. Ci interessera studiare dei loro particolari sottoanelli, gli ideali.
Ricordiamo che un sottoinsieme proprio I di un anello A si dice ideale se
VeeleVae Aa-zel. E evidente che, se I contiene 'unita di A, allora
coincide con A.

Un ideale e detto massimale se non e contenuto propriamente in nessun
ideale proprio di A. Riportiamo, a questo riguardo, la

PROPRIETA 2.1. L’anello quoziente A|; é un campo se e solo se I é un
ideale massimale.

Introduciamo a questo punto il concetto di z-filtro, che sara di fonda-
mentale importanza per studiare la C*-immersione.

DEFINIZIONE 2.2. Uno z-filtro su uno spazio topologico X é una famiglia
F non vuota di zero-insiemi di X che soddisfa le condizioni:
(1) o ¢ #.
(2) Se Zy e Zy € F, allora Zy N Zy € F.
(3) SeZe F eZ € Z(X), con Z CZ, allora Z' € F.

Dal punto (3) di questa definizione, risulta evidente che X appartiene a
tutti gli z-filtri.

DEFINIZIONE 2.3. Sia Z una famiglia non vuota di insiemi. 2 gode della
proprieta dell’intersezione finita (rispettivamente numerabile) se comunque
scelto un numero finito (rispettivamente un’infinita numerabile) di elementi
di 9, la loro intersezione é diversa dall’insieme vuoto.

Esiste un legame tra gli ideali di C'(X) e gli z-filtri, descritto nel seguente

TEOREMA 2.4.

(1) Se I é un ideale proprio di C(X), la famiglia Z[I]| ={Z(f)/f € I}
e uno z-filtro su X.

(2) Se F ¢ uno zfiltro su X, la famiglia Z— 7] = {f € C(X)/Z(f) €
F} & un ideale proprio in C(X).

DIMOSTRAZIONE.

(1) Vediamo se sono verificate le tre condizioni degli z-filtri:

(i) Per assurdo sia @ € Z[I]. Allora esiste una funzione f € [
il cui zero-insieme ¢ l'insieme vuoto e quindi f sarebbe un
elemento unitario. Ma si tratta di un ideale che contiene un
elemento unitario, e quindi deve coincidere con 'anello C(X),
il che va contro l'ipotesi che I sia un ideale proprio. Allora

o ¢ Z[I].
Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica
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(i) YZ(1), Z(f2) € ZI), fi, fo € I e quindi f2+ f2 € I, ciod
Z(f% + f2) € Z[I]. Poiche fZ + f2 si annulla solo nei punti
in cui si annullano contemporaneamente entrambe le funzioni,
Z(ff + f3) = Z(f1) N Z(f2) e quindi Z(f1) N Z(f2) € Z[I].

(iii) Siano Z € Z[I] e Z' 2 Z. Allora esistono f € I ed f' € C(X)
taliche Z = Z(f) e Z' = Z(f’). Poicheé I & un ideale, f-f' € I,
quindi Z(f - f') € Z[I]. Poiche Z(f - ') = Z(f) U Z(f') =
ZUZ' =Z"anche Z' € Z[I].

(2) Siano J = Z71[Z], f,g € Je h € C. Segue che Z(f), Z(g) e quindi
Z(f)N Z(g) appartengono a .%. Per dimostrare che J & un ideale,
uso il criterio e quindi devo provare che f — g e f-h sono in J.
Z(f—9) 2 Z2(f)nZ(g) € F, daltra parte Z(f-h) = Z(f)UZ(h) 2
DZ(f)e F. Allora Z(f—g),Z(f-g) € F equindi f—g,f-g € J.
Allora J & un ideale e, poiche @ ¢ %, J non contiene elementi
unitari e quindi € un ideale proprio.

O

Tra gli z-filtri assumeranno particolare importanza quelli descritti dalla
seguente

DEFINIZIONE 2.5. Uno z-ultrafiltro é wuno z-filtro non contenuto
propriamente in messun altro z-filtro, e quindi massimale rispetto alla
relazione di inclusione.

Enunciamo ora la

PROPRIETA 2.6. Ogni sottofamiglia di Z(X) che gode della proprieta
dell’intersezione finita é contenuta in uno z-ultrafiltro.

DiMOSTRAZIONE. Sia F una famiglia di zero-insiemi che gode
della proprieta dell’intersezione finita. Si  consideri la famiglia
F*={ZeZ(X)/3F,...F, €F tc. ZDOFiN...NF,}.

F* & uno z-filtro contenente ovviamente F. Infatti:

(1) @ ¢ F*. Se infatti @ appartenesse ad F*, risulterebbe @ = FiN...N
F,, per qualche elemento F1,... F,, in F, cosa che contraddirrebbe
I'ipotesi che F goda della proprieta dell’intersezione finita.

(2) Siano F, Fy elementi di F*. Allora esistono elementi Gy, ..., Gy,
Hi,..H, diFtaliche 4} DG N..NGre F, D HN...NHp,.
Segue che F1NFy, D GiN...GyNH1N...NH,, e pertanto F1NF5 €
F*

(3) Se G & uno zero-insieme contenente un elemento F' di F*, allora
esistono elementi Fi,... F,, in F tali che G D F'OFN...NE,e
quindi G € F*. Pertanto F' & uno z-filtro contenente F.

Proviamo ora che un qualsiasi z-filtro F & contenuto in uno z-ultrafiltro.
Si consideri la famiglia .% composta da tutti gli z-filtri contenenti F. Tale
famiglia non & vuota, poiche contiene lo z-filtro F, inoltre e parzialmente
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Capitolo 1 — Nozioni preliminari 7

ordinata dalla relazione di inclusione. Se ... C F}, C I}, C ... & un sottoin-
sieme totalmente ordinato di elementi di .%, si verifica facilmente che la loro
unione & ancora un elemento di .#. E possibile pertanto applicare ad esso
il Lemma di Zorn e concludere che esiste in % un elemento massimale, che
quindi risulta essere uno z-ultrafiltro contenente F. ]

Esempi:

(1) F = {zero-insiemi di R il cui complementare & finito}. Ovviamente
g ¢ F. Se F1,Fy, € 7, allora F1NFy, € %, infatti R — (F1 N Fy) =
(R — F1) U (R — F») che ¢ limitato dato che Fy, F» € .#. Se inoltre
G € Z(X) contiene F, allora R —G CR — F, R — G ¢ limitato e
pertanto .% & uno z-filtro.

(2) Definiamo <, = {A € Z(X)/p € A}. Si puo osservare che
esso ¢ uno z-ultrafiltro. Innanzitutto @ ¢ <, perché non con-
tiene p. VA, B € 4, la loro intersezione e uno zero-insieme che
contiene ancora p, e quindi sta in %, Inoltre, se A € <7, e Z ¢ uno
zero-insieme che contiene A, sicuramente p € Z e quindi Z € 47,
Sappiamo quindi che .27, ¢ uno z-filtro, ci resta solo da provare che
e massimale. Per assurdo sia % uno z-filtro che contiene propri-
amente .27, , allora esiste un elemento B € % che non sta in .27,
e quindi che non contiene p. Poiche X e completamente regolare,
esiste una funzione f € C*(X) che vale 0 su p e 1 sul chiuso B, che
non contiene p. Allora BN Z(f) = @ e Z(f) € o, C #. Quindi,
poiche anche B € A, risulta @ € 4, il che ¢ in contraddizione col
fatto che 4 sia uno z-filtro. Quindi <7, ¢ uno z-ultrafiltro.

(3) Se invece di considerare gli zero-insiemi di X contenenti un punto
p € X si considerano gli zero-insiemi di X contenenti un sottoin-
sieme A di X si ottiene un esempio di z-filtro %4, in generale non
massimale relativamente all'inclusione: infatti Vp € A, F4 C o7,

L’operatore Z che ad ogni ideale I di C'(X) associa lo z-filtro Z[I] puo
essere interpretato come una funzione fra l'insieme degli ideali di C(X) e
Iinsieme degli z-filtri su X. Poiche, come subito si verifica, risulta
ZZ7NF) = Z per ogni z-filtro # su X, si ha che Z71[#] ¢ controim-
magine di .% mediante Z, pertanto Z & un’applicazione suriettiva. Risulta
inoltre che Z~1Z[I] D I per ogni ideale I di C(X).

Proviamo con un controesempio che non vale l'inclusione inversa. Si
consideri C'(R) ed in esso 'ideale principale generato dall’identita ¢ su R.
Esso ¢ formato da tutte le funzioni f di C(R) tali che f(z) = zg(z) per
un opportuno elemento g di C(R). Poiche per ogni f di questo tipo risulta
f(0) =0, allora 0 € Z[I] e dal momento che Z(i) = {0}, Z[I] coincide con
I'insieme degli zero-insiemi che contengono 0. Pertanto Z~!Z[I] coincide
con l'insieme delle funzioni continue che sli annullano in 0. Tuttavia esso e
diverso da I. Consideriamo la funzione i3 € Z~1Z[I]. Se questa apparte-

. . : 1 . .
nesse ad I esisterebbe un funzione continua g tale che i3 = gi. Ma in questo

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



8 P.M. Gandini, S. Bianco — Appunti di topologia

. 2 . . . .
caso dovrei avere g = i~ 3, che non & continua in 0. Allora I non contiene
Z~1Z[I] e abbiamo dunque trovato un controesempio.

Possiamo ampliare il Teorema 2.4, focalizzando il caso particolare di
ideali massimali col

TEOREMA 2.7.

(1) Se M ¢ un ideale massimale in C(X), Z[M] é uno z-ultrafiltro su
X.

(2) Se o ¢ uno z-ultrafiltro su X, Z71[a/] & un ideale massimale in
C(X).

DIMOSTRAZIONE.

(1) Per il Teorema 2.4, Z[M] ¢ uno z-filtro. Per assurdo esista uno
z-filtro # che lo contenga propriamente. Allora esisterebbe una
funzione f € C(X)tale che A = Z(f) € B — Z[M].

Inoltre M C Z7YZ[M] C Z [ Ble f € Z7'[B),ma f ¢ Z71[Z]M]]
perche Z(f) ¢ Z[M]. Z~'[%] & un ideale proprio che contiene M
ed f ¢ M, quindi M non puo essere massimale.

(2) Per assurdo Z~![.¢] non sia massimale, allora esisterebbe un ideale
J tale che Z~1[&/] C J e quindi esiste una funzione continua f tale
che f € J—Z7 '] e quindi Z(f) ¢ o e Z(f) € Z[J]. Allora
o = Z[Z7]] C Z|J] e, poiche Z[J] contiene lo zero-insieme
Z(f) ¢ o, Z[J] sarebbe uno z-filtro che contiene propriamente uno
z-ultrafiltro, ma questo & assurdo. Quindi Z~![2/] & massimale.

O

Osserviamo che se I ¢ un ideale massimale risulta ovviamente Z 1 Z[I] =
I, pertanto Z & in biiezione fra U'insieme degli ideali massimali di C(X) e
Iinsieme degli z-ultrafiltri su X.

Concludiamo ora con I'importante

TEOREMA 2.8.

(a) Sia o/ uno z-ultrafiltro su X. Se uno zero-insieme Z interseca ogni
elemento di <f , allora Z € o .

(b) Sia M un ideale massimale in C(X). Se Z(f) é uno zero-insieme
che interseca ogni elemento di Z[M], allora f € M.

(¢) Se l'unione di due zero-insiemi appartiene ad uno z-ultrafiltro A,
allora almeno uno di essi appartiene a X.

(d) Siano o/ e B due z-ultrafiltri distinti, allora esistono due zero-
insiemi, appartenenti uno ad <7 e laltro a A, la cui intersezione
e vuota.

DIMOSTRAZIONE.

(a) Sia Z uno zero-insieme che interseca ogni elemento di <7
Consideriamo la famiglia {Z N Z'/Z' € «/}. Questa gode della
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Capitolo 1 — Nozioni preliminari 9

proprieta dell’intersezione finita in quanto, preso un numero finito
n di elementi della famiglia,
n n
zZnz)=2zn((2) +#2
j=1

J=1

n
perche (ﬂ Z;) € o/ e 7 interseca ogni elemento di <.
j=1
Allora la famiglia {Z N Z'} ¢ contenuta in uno z-ultrafiltro 4.
Poiche Z' D ZNZ € A, necessariamente Z' € B VZ' € o e
quindi & C £ e, poiche & & uno z-ultrafiltro, devo avere & = £.
Sappiamo anche che Z D ZNZ' € o/ e quindi Z € &.

(b) Per il Teorema 2.7, se M & un ideale massimale in C(X), Z[M] ¢
uno z-ultrafiltro. Se lo zero-insieme Z(f) interseca ogni elemento
di Z[M], per la dimostrazione precedente, Z(f) € Z[M]. Ora, M &
contenuto nell'ideale Z~![Z[M]], che & massimale in C(X), per cui
deve coincidere con esso. Poiche Z(f) € Z[M], f € Z'[Z[M]] =
= M e quindi e soddisfatta la tesi.

(c) Siano A e B due zero-insiemi la cui unione e contenuta nello z-
ultrafiltro 4 e, per assurdo, nessuno dei due appartenga a %. Al-
lora, per il punto (a) di questo teorema, dovrebbero esistere due
zero-insiemi C' e D in 4, tali che ANC = @ e BND = &. Avremmo
quindi CND, AUB € A, cosa assurda perche (CND)N(AUB) = @.
Allora almeno uno tra A e B deve appartenere a %.

(d) Siano o7 e # due z-ultrafiltri diversi tra loro. Allora esistera un
elemento A € &/ che non appartiene a . Per il primo punto di
questo teorema, sappiamo che se A ¢ % deve esistere un B € £
disgiunto da A, e quindi abbiamo trovato i due zero-insiemi A € &
e B € A la cui intersezione & vuota.

O

Osservazione. Lo z-filtro % dell’esempio 1 non & uno z-ultrafiltro.
Infatti (—o0,0] e [0,+00) sono due zero-insiemi la cui unione ¢ R. Ora
R € .%, ma nessuno dei precedenti zero-insiemi ne fa parte.
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3. Convergenza di z-filtri e ideali fissi

Assumiamo, d’ora in poi, che lo spazio X sia completamente regolare.
Introduciamo quindi alcune importanti definizioni:

DEFINIZIONE 3.1. Un punto p di uno spazio topologico X si dice punto
di aderenza di uno z-filtro % se ogni intorno di p ha intersezione non vuota
con ogni elemento di F .

Poiche gli elementi di .% sono chiusi, p ¢ un punto di aderenza per .% se
esolosep € (pes F.

DEFINIZIONE 3.2. Si dice che uno z-filtro % converge al punto limite p
se ogni intorno di p contiene un elemento di % .

Se % & uno z-filtro convergente a p, ogni intorno di p contiene un
elemento di .%, e quindi ha intersezione non vuota con ogni altro elemento
dello z-filtro: risulta evidente che p ¢ un punto di aderenza per % .
Vediamo ora la

PROPRIETA 3.3. Se uno z-filtro F su X converge ad un punto p, allora
Nrez F = {p}. Pertanto i punti di convergenza sono unici.

DIMOSTRAZIONE. p ¢ un punto di aderenza per .# e quindip € (\pc 2z F'.
Vogliamo dimostrare che 'intersezione si riduce a quell’'unico punto. Per
ogni g # p, poiche X ¢ uno spazio di Hausdorff, esistono due intorni, U, di
p ed U, di g, disgiunti tra loro. Se .# converge a p, esiste uno zero-insieme
Z € #, contenuto in U,. Risultera quindi ZNU, C U, NU,; = &, ovvero
ZNU,=@. Quindi ¢ ¢ Z € F, per cui ¢ & (\pes F- O

DEFINIZIONE 3.4. Uno z-filtro % ¢ primo se, per ogni coppia F,G di
zero-insiemi la cui unione appartiene ad %, almeno uno tra F' e G appar-
tiene ad % .

Per il punto (c¢) del Teorema 2.8, gli z-ultrafiltri sono primi.

TEOREMA 3.5. Siano X wuno spazio topologico, x un punto di X ed F
uno z-filtro primo su X. Sono equivalenti:

(a) x é un punto di aderenza per F,
(b) Z converge ad x,

(©) Npes £ ={a}

DIMOSTRAZIONE.

(a) = (b)
Prendiamo un generico intorno di x, U,. Per il corollario 1.8, questo intorno
contiene uno zero-insieme V' intorno di z che, poiche X & completamente
regolare, contiene un cozero-insieme intorno di x della forma X — Z, dove
Z & uno zero-insieme. Poiche X —Z CV, VuZ=X € %. AlloraoV o Z
appartengono ad .%, perche ¢ uno z-filtro primo. Poicheé x ¢ Z, Z non puo
appartenere allo z-filtro, e quindi V € .#. Allora .# converge ad x.
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(0) = ()
Vale per la proprieta 3.3.
(c) = (a)

Questa implicazione & ovvia. O

PROPRIETA 3.6. p & un punto di aderenza per uno z-filtro F se e soltanto
se F C o, Inoltre o7, é l'unico z-ultrafiltro convergente a p e se q # q
risulta o, # . Esiste cioé una biiezione fra X e Uinsieme { oy} ex degli
z-ultrafiltri convergenti.

DIMOSTRAZIONE. p ¢ un punto di aderenza per .%# se e solo se
peF, VF € %, ovvero se e solo se F' € ofp, VI € &.
Per il corollario 1.8, 47, converge a p, perché ogni intorno di p contiene un
elemento di «7,. Sia # uno z-ultrafiltro convergente a p, allora p ¢ un suo
punto di aderenza, per cui .# C 7, e, per la massimalita di .#, devo avere
necessariamente % = .47,
Se p # q risulta <7, # <7, perche se si avesse .7, = <, tale z-ultrafiltro
convergerebbe a due punti distinti contro la Proprieta 3.3. U

DEFINIZIONE 3.7. Sia I un ideale di C(X). Se ;e Z(f) # @, diciamo
che I & un ideale fisso. Se invece (\yc; Z(f) = @, chiamiamo I libero.

Ci interessera studiare gli ideali fissi massimali degli anelli C(X).
TEOREMA 3.8. Gli ideali fissi massimali in C(X) sono tutti gli insiemi
2) My = {f € C(X)/f()) =0}  dovepe X

Per ciascun punto p € X, il quoziente C(X)|n, € isomorfo al campo dei
reali, R, in pit esiste una biiezione tra X e linsieme {Mp}pex .

DIMOSTRAZIONE. Prendiamo il generico p € X e consideriamo la fun-
zione ¢ : C(X) — R, che associa ad f ¢(f) = f(p). ¢ & un omomorfismo di
anelli perche:

(i) ¢(f +9) = (f +9)(p) = f(p) + 9(p) = ¢(f) + &(9)

(i) o(f-9) = (f-9)p) = f(p) - 9(p) = &(f) - &(9)
Il nucleo di ¢ ¢ ker¢ = {f € C(X)/o(f) =0} ={f € C(X)/f(p) =0} =
= M, e quindi M, ¢ un ideale. Inoltre ¢ ¢ suriettiva, perche Vr € R, esiste
la funzione costante e, tale che ¢(e,) = e, (p) = r.
Per il teorema fondamentale degli anelli, il quoziente C(X)|kery = C(X)|n1,
¢ isomorfo all'immagine di C'(X) mediante ¢, cioé ad R. Allora, per la pro-
prieta 2.1, M, ¢ un ideale massimale.
Viceversa, se ¢ M un ideale massimale fisso in C'(X), per sua definizione
esiste un elemento p € () c)s Z(g), e quindi M C M, perche Vf € M,
f(p) = 0. Ma, per la massimalita di M, devo avere la coincidenza M = M,
Poiche¢ X & uno spazio completamente regolare, presi due punti p # ¢
in esso, {q} ¢ un chiuso che non contiene p e quindi esiste una funzione
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f e C*(X) tale che f(p) =1e f({q}) = {0}. Allora {p} e {q} sono comple-
tamente separati, per cui esistono due zero-insiemi disgiunti, Z(h) e Z(k),
tali che p € Z(h) e ¢ € Z(k). Poiche p € Z(h) e p ¢ Z(k), h € M, ed
h ¢ M,, analogamente k € M, e k ¢ M,, per cui M, # M,. Posso quindi
stabilire una biiezione tra {M),},cx ed X, che associa univocamente ad ogni
p M. U

Introduciamo ora un’altra

DEFINIZIONE 3.9. Uno z-filtro si dice fisso se lintersezione dei suoi
elementi é non vuota, libero se é vuota.

<7, ¢ uno di z-ultrafiltro fisso, perche converge al punto p.

Diamo ora un esempio di z-filtro libero. Sia N con la topologia discreta.
Prendiamo .# = {N meno un numero finito di punti}: si tratta di una
famiglia di zero-insiemi perche per ogni suo elemento si pud prendere una
funzione che vale 0 su di esso ed 1 altrove, questa risulta continua perche
tutte le funzioni su uno spazio discreto sono continue. Inoltre questa famiglia
gode della proprieta dell’intersezione finita e per la 2.6 & contenuta in uno
z-ultrafiltro, che indichiamo con % . Per assurdo questo sia fisso e quindi ab-
bia un punto di convergenza wu, allora v € U YU € %, ma
u¢ N—{u} €. 7 C%, il che & assurdo. Allora % e libero.

Possiamo osservare che un ideale I in C(X) & fisso se e solo se Z[I] &
fisso.

Dalla definizione di punto di aderenza data all’inizio del paragrafo, deriva
la

PROPRIETA 3.10. Uno z-filtro .F ¢ fisso se e solo se ha almeno un punto
di aderenza.

Dimostreremo ora il teorema piu importante di questo primo capitolo

TEOREMA 3.11. Le sequenti condizioni sono equivalenti

(a) X ¢é compatto.

(b) Ogni famiglia di chiusi che gode della proprieta dell’intersezione
finita ha intersezione non vuota.

(¢) Ogni famiglia di zero-insiemi con la proprieta dell’intersezione fini-
ta ha intersezione non vuota.

(d) Ogni zfiltro ammette un punto di aderenza.

(e) Ogni z-ultrafiltro é convergente.

DIMOSTRAZIONE.

(a) = (b)
Sia % = {C;}icr una famiglia di chiusi che gode della proprieta dell’in-
tersezione finita. Per assurdo sia ();c; C; = @, allora X = X —(,.;C; =
= U, (X—C5): abbiamo un ricoprimento aperto di X e, per la compattezza,
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possiamo estrarne un sottoricoprimento finito {X — C’ij } j=1..n, n € N. Risul-
ta dunque X = ;e oy (X —Cy) = X —(\;er j=1., Ci; ma, poiche F
gode della proprieta dell’intersezione finita, (¢ rje1.nCi; # @ ed X =
=X- ﬂiem:l._n Ci; sarebbe strettamente contenuto in X, il che & assurdo.

(b) = (©)
Vale perche gli zero-insiemi sono dei chiusi.

(c) = (d)
Ogni z-filtro .% gode della proprieta dell’intersezione finita quindi, per ipote-
si, esiste un punto x € (\pcsz F' # @, che sara punto di aderenza per
F.

(d) = (e)
Uno z-ultrafiltro & uno z-filtro, quindi ammette un punto di aderenza per
ipotesi. Poiche gli z-ultrafiltri convergono ai propri punti di aderenza, ogni
z-ultrafiltro risulta essere convergente sotto l'ipotesi del punto (d).

(e) = (d)
Uno z-filtro & & sempre contenuto in uno z-ultrafiltro . % converge ad
un punto p per ipotesi, allora p € un punto di aderenza per %4 e quindi per
& in quanto &/ C 4.

(d) = (c)
Sia # una famiglia di zero-insiemi che gode della proprieta dell’intersezione
finita, per la proprieta 2.6, % ¢ contenuta in uno z-ultrafiltro .%, che ¢ uno
z-filtro e quindi, per ipotesi, ammette un punto di aderenza. Esiste quindi
un punto y € (\pes F, che soddisfa anche y € (.4 B in quanto # C 7.

(c) = (b)
Sia C' = {C;}icr una famiglia di chiusi che gode della proprieta dell’inter-
sezione finita. Poiche i cozero-insiemi formano una base per gli aperti, ogni
C; si puo scrivere come intersezione di zero-insiemi, ovvero C; = () jeg Zi;.
Consideriamo la famiglia Z = {Z; }: essa gode della proprieta del’inter-
sezione finita in quanto ne gode la famiglia C, i cui elementi si ottengono
per intersezione degli elementi di Z. Allora, per il punto (c), esiste un punto
r € () Z;; e quindi x € [ C;, poiche N C; =) Z;.

(b) = (a)
Per assurdo esista un ricoprimento aperto di X, R = {4;};es, privo di sot-
toricoprimenti finiti. {X — A;};c € una famiglia di chiusi. Prendendone un
numero finito n, {X — Aj, }i=1.n, troviamo che (X —A4; )N..N(X —A4,,) =
= X —(A;,U..UA, ) # @ perche, se cosi non fosse, A;, U..UA; = X e quin-
di avremmo estratto un sottoricoprimento finito da R, cosa che negherebbe
I'ipotesi di assurdo.
Allora {X — A;} & una famiglia di chiusi che gode della proprieta

dell’intersezione finita, e quindi ha intersezione non vuota.  Percio
@ # Njes(X—A;) = X—Uj;es Aj e quindi R non puo essere un ricoprimento
di X. (]

Abbiamo trovato che, se X & compatto, ogni z-ultrafiltro converge e
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quindi, per il Teorema 3.5, esso e fisso. Allora anche tutti gli ideali massimali
in C(X) sono fissi.

Esiste dunque una corrispondenza biunivoca tra i punti di X e l'insieme
degli ideali massimali in C'(X) per il Teorema 3.8.
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CAPITOLO 2
C*~immersione

1. La compattizzazione di Stone Cech

Consideriamo uno spazio topologico X completamente regolare.
Il nostro obiettivo ¢ quello di caratterizzare gli spazi T in cui X ¢ denso e
C*-immerso.
Di fondamentale importanza sara la seguente

DEFINIZIONE 1.1. Una compattizzazione di uno spazio topologico X é
uno spazio compatto T', con un’immersione e : X — T, per cui e[X] é denso
inT.

Definiremo pit avanti uno spazio 8X, detto ‘Compattizzazione di Stone
Cech’, che scopriremo poi essere il pilt grande spazio in cui X & denso e
C*-immerso. Inoltre questo spazio & compatto.

Per prima cosa generalizziamo alcune delle definizioni date nel paragrafo
1.3 ad uno spazio T in cui X sia denso.

DEFINIZIONE 1.2. Siano X un sottospazio denso in uno spazio topologico
T e F uno z-filtro su X. Un punto p € T é un punto di aderenza per F se
ogni intorno di p in T interseca ogni elemento di % .

DEFINIZIONE 1.3. Siano X un sottospazio denso in uno spazio topologico
T e . uno z-filtro su X. Si dice che # converge al punto limite p € T se
ogni intorno di p contiene un elemento di F .

Ovviamente anche in questo caso un punto di convergenza ¢ un punto
di aderenza.

PROPRIETA 1.4. Sia X un sottospazio denso in uno spazio topologico T,
sia Z uno zero-insieme di X ed x € clpZ. Allora esiste uno z-ultrafiltro F
su X tale che x & punto limite per F e Z € F.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo la famiglia {U,} degli intorni di z in T
che sono anche zero-insiemi in 7. Tale famiglia non e vuota perche ogni in-
torno di « contiene uno zero-insieme intorno di . Ogni U, N X & ovviamente
uno zero-insieme su X, non vuoto in quanto X e denso in 7T
La famiglia {U, N X, Z} ¢ una famiglia di zero-insiemi in X che gode della
proprieta dell’intersezione finita. Si osservi infatti che U,NXNZ =U,NZ #
@ dato che x appartiene alla chiusura di Z in T'. Per lo stesso motivo anche
UsnX)N(VaNnX)=U,NV,NX &non vuoto. La precedente famiglia
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allora contenuta in uno z-ultrafiltro F che quindi contiene Z e converge ad
x. Infatti ogni intorno V, di « in T’ contiene uno zero-insieme W, intorno
di z in T. Pertanto V, D W, O W, N X, che ¢ un elemento di F O

Poiche X & uno zero-insieme, prendendo Z = X segue il

COROLLARIO 1.5. Se X ¢ denso in T, ogni punto di T é punto limite di
uno z-ultrafiltro di X.

Indichiamo ora con (X linsieme di tutti gli z-ultrafiltri su X e
consideriamo 'applicazione di X in X cosi definita:

(3) e: X — BX
x—elx)=ody={AcZ(X)/vec A}

TEOREMA 1.6. 58X ed e soddisfano le sequenti proprieta:

(a) B={{peX/A¢p}, Ac Z(X)} ébase di una topologia su BX.
) BX ¢é uno spazio di Hausdorff

) BX ¢é compatto

) e ¢ iniettiva

) VAe Z(X) si ha e][X — Al =e[X]|N{p € BX/A ¢ p}

) L’applicazione e é un’immersione topologica di X in X

) clgxelA] = {p € BX/A € p} Ae Z(X)

) clgxe[X] = pX

) p={A€Z(X)/p € clgxelA]} pepX

) clgxe[AN B] = clgxe[A] Nclgxe[B] VA, B e Z(X)

DIMOSTRAZIONE.

(a) Dati due zero-insiemi A; ed As in X, consideriamo gli elementi

:/{516 BX/A; ¢ p}e{pc BX/Ay ¢ p} di B.

pepX/Ar¢ptn{peBX/Aa ¢ py={peBX/A1 ¢p e Ax ¢ p}
={p € pX/A1U Ay ¢ p}

perche p € uno z-ultrafiltro e, se I'unione di due zero-insiemi sta in
p, almeno uno dei due deve stare in p per il Teorema 2.8.c.

Poiche A; U Ay ¢ ancora uno zero-insieme, {p € fX/A; U Ay ¢ p}
appartiene a % e quindi troviamo che l'intersezione di due elementi
di £ ¢ unione di elementi di %, e quindi £ ¢ base di una topologia
su 0X.

(b) Siano p e ¢ due elementi distinti in SX. Per il Teorema 2.8.b
esistono due zero-insiemi disgiunti, A = Z(f) e B = Z(g) apparte-
nenti rispettivamente agli z-ultrafiltri p e q.

Voglio dimostrare che esistono due zero-insiemi C, D € Z(X) tali
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che ANC =2, BND =2eCUD = X. Considero ora le funzioni
h e k cosl definite:
21,1 21,1

el gty o ko) g

Poiche ANB = @, f e g non si annullano mai contemporaneamente,
quindi Z(f? + ¢g?) = @ ed h e k risultano essere ben definite su X.
Poniamo C = Z(h) e D = Z(k).

Se z € A, allora f(z) =0 e quindi h = % e x ¢ C, analogamente si
trova che, se x € B, x ¢ D.
Inoltre sappiamo che CUD C X: ci resta quindi da dimostrare che
vale I'inclusione inversa.
Va € X possiamo avere f2?(x) > ¢%(x) oppure f2(z) < ¢g?(x): nel
primo caso avremmo h(x) = 0, e quindi € C, mentre nel secondo
k(z) = 0 e quindi € D. Allora vale anche l'inclusione X C C'U D
e quindi X =CUD.

Prendendo a questo punto i due insiemi {I € [X/C ¢ I} e
{l € BX/D ¢ 1}, che sono aperti per la topologia su X descritta
nel punto precedente, si ha che p € {l € fX/C ¢ [} perche, se
C appartenesse a p risulterebbe A N C # @, il che abbiamo visto
essere falso. Analogamente osserviamo che ¢ € {l € X/D ¢ [}.
Inoltre questi aperti sono disgiunti perche:

{lepx/C¢lyn{leBX/D¢l}=
={lepX/CuUD ¢} ={lepBX/X ¢} =0

perche X appartiene ad ogni z-filtro, e quindi ad ogni z-ultrafiltro.
(¢) Per dimostrare che SX & compatto, usiamo I’equivalenza tra i punti
(a) e (b) del Teorema 3.11: se ogni famiglia di chiusi che gode della
proprieta dell’intersezione finita ha intersezione non vuota, allora
X e compatto.
Ci basta considerare una famiglia di chiusi complementari di aperti
della base, percheé possiamo ottenere da questi tutti gli altri chiusi
per intersezione.
Consideriamo quindi la famiglia .# = {{p € BX/A; e p}/ i € I ed
A; € Z(X)} che gode della proprieta dell’intersezione finita e
proviamo che la famiglia {A;/ i € I} gode della proprieta dell’inter-
sezione finita. Siano A; , ..., 4;, n suoi elementi: poiche .# gode del-
la proprieta dell’intersezione finita, esistera uno z-ultrafiltro
te{pepX/A;, eptn..n{pe BX/A;, € p} e quindi avremo che
Ay €t,.. A, €te, per definizione di z-filtro, A;, N...NA4; €te
quindi 4;, N...NA;, # 2.
Allora la famiglia {A;/ i € I} gode della proprieta dell’intersezione
finita e, per la proprieta 2.6, € contenuta in uno z-ultrafiltro gq.
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Allora g € Npe,dp € BX/B € p}t C e {p € BX/Ai€pt # D, e
quindi BX risulta essere compatto.

Siano z ed y due punti distinti dello spazio X. Poiche X e T,
{y} € un chiuso che non contiene z e, poich¢ X ¢ completamente
regolare, esiste f € C*(X) tale che f(z) =0e f({y}) = {1}. Allora
{z} ed {y} sono completamente separati e, per la proprieta 1.7,
esistono due zero-insiemi Z(h) e Z(k) disgiunti tali che x € Z(h)
ed y € Z(k).

Allora Z(h) € o, e Z(k) € <, con Z(h) ¢ <f,. Abbiamo quindi
e(z) # e(y) e quindi e risulta essere iniettiva.

Sia A € Z(X), consideriamo e[ X — A]. Per ogni r € e[X — A] esiste
un y appartenente ad X ma non ad A per cui r = e(y). Poiche
y ¢ A segue che A ¢ r =, e quindi r € {p € BX/A ¢ p}.

Quindi 7 € e[X]|N{p € BX/A & p} Vr € e[ X — A] da cui

elX — Al C e[X]N{p € BX/A ¢ p}.

Ci resta da dimostrare 'inclusione inversa.

Se z € e[X]N{p € BX/A ¢ p}, allora z = e(x) per un opportuno
reXedA¢z Quindiz ¢ Ae z € e[X — A], per cui ¢ verificata
la doppia inclusione.

Poiche sappiamo che e ¢ iniettiva per il punto (d) di questo teore-
ma, e : X — e[X] & una biiezione.

Definiamo su e[X] la topologia in cui gli aperti sono le immagini
degli aperti di X mediante e. In questo modo e[X] & omeomor-
fo ad X: infatti e € aperta e, per l'iniettivita, abbiamo che, per
ogni aperto e[A] di e[X], immagine di un opportuno aperto A di X,
e ! (e(A)) = A e quindi sappiamo che e & anche continua: poiche
€ una biiezione continua ed aperta, si tratta di un omeomorfismo.
Abbiamo quindi in e[ X] la topologia trasportata da e e quella indot-
ta da 6X. Vogliamo dimostrare che queste due coincidono. Pren-
dendo

Ae Z(X), X — A e C,(X). Peril Teorema 1.5, i cozero-insiemi
sono una base per gli aperti di X, e quindi gli insiemi e[X — A]
descrivono una base per la topologia di e[X], in quanto essa &
omeomorfa a quella di X.

Nella topologia indotta da X su e[X], invece, gli aperti della base
sono gli insiemi del tipo e[X] N {p € BX/A ¢ p}. Per il punto
(e) di questo teorema sappiamo che e[X] N {p € BX/A ¢ p} =
e[X — A], percio le basi delle due topologie coincidono e quindi an-
che le due topologie. Quindi e & un omeomorfismo che trasporta su
e[ X] la stessa topologia indotta da X e quindi e & un’immersione
topologica di X in 8X.

Sia A € Z(X). Per ogni r € e[A], r = e(a) per un a € A oppor-
tuno. Poiche r = e(a) = {Z € Z(X)/a € Z}, risulta che A € r
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e quindi che r € {p € X/A € p}. {p € BX/A € p} & chiu-
so perche complementare di un aperto della base di X e quindi
clgxe[A] C {p € BX/A € p} perche la chiusura di un insieme e
il piu piccolo chiuso che contiene l'insieme stesso. Vogliamo ora
verificare 'inclusione inversa.

Per assurdo esista un p € {p € SX/A € p} che non sta nella
chiusura di e[A] in SX. Allora esiste un intorno Upﬁ X dipin BX
che ha intersezione vuota con e[A]. Quindi esistera un aperto della
base contenente p e contenuto in UI?X del tipo {t € BX/B ¢ t},
che ovviamente sara disgiunto da e[A].

Avremo quindip € {t € fX/B ¢ t} con {t € BX/B ¢ t}Ne[A] = @,
percio e[A] ¢ contenuto nel complementare di {t € X/B ¢ t}.
Poiche A C X, e[A] C e[X]N{t € fX/B € t}. Dimostriamo ora
che e[X|N{t € fX/B €t} = e[B], usando la doppia inclusione.
Sia s un punto dell'intersezione e[X]| N {t € SX/B € t}, allora
esiste un z € X tale che s = e(x) = {C € Z(X)/x € C} ed
se{te pX/Bet}.

Allora B € s = e(z) e quindi x € B. Ne risulta che s € e[B] e
quindi vale I'inclusione e[ X| N{t € fX/B €t} C e[B].

Sia ora 4, € e[B] una generica immagine di un punto p € B,
<7, ¢ uno z-ultrafiltro formato dagli zero-insiemi che contengono p.
Allora B € 4, percio @, € {t € X/B € t} e quindi
elB] C e[X]Nn{t € BX/B € t}, da cui risulta 'uguaglianza
elX]N{t e pX/B et} =elB].

Allora e[A] C e[B] e, per la biiettivita di e tra X ed e[X], dobbiamo
avere A C B ma, poiche A € p, dobbiamo avere che B € p perche
p € uno z-ultrafiltro, il che e assurdo perche abbiamo detto prima
che pe {t € BX/B ¢ t}.

Allora vale 'inclusione inversa e clgxe[A] = {p € fX/A € p}.

(h) Per il punto precedente, clgxe[X] = {p € X/X € p} = X
perche X e contenuto in tutti gli z-filtri e quindi anche in tutti gli
z-ultrafiltri. Segue che X & denso in X

(i) Poiche per ogni A € Z(X) clgxe[A] = {p € BX/A € p}, se A& uno
zero-insieme contenuto in p, p € clgxe[A] e quindi Vp € BX vale
I'inclusione p O {A € Z(X)/p € clgxe[A]}.

Inoltre, se A & uno zero-insieme tale che p € clgxe[A], A deve
stare in p per il punto (g). Vale cosi la doppia inclusione e quindi
I'uguaglianza.

(1) Siano A, B € Z(X) due zero-insiemi qualunque.

p € clgx[AN B] se e solo se AN B € p ma, poiche p ¢ uno z-filtro,
ANB € pseesolose A € pe B € p, il che vale se e solo se
p € clgxe[A] e p € clgxe[B], ovvero se p € clgxe[A] Nclgxe[B].
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Poiche X ¢ immerso topologicamente in X mediante e e clgxe[X] =
BX, allora X ¢ denso in X (a meno di omeomorfismo con e[X]).
Per semplicita di notazione, continueremo ad indicare con X la sua immer-
sione e[X] in 8X.

Per dimostrare che X ¢ C*-immerso in X ci serviamo dell’importante

TEOREMA 1.7. Siano X e T due spazi topologici completamente regolari
con X denso in T. Le sequenti condizioni sono equivalenti:

(a) Ogni funzione continua f da X in uno spazio compatto Y ammette
un’estensitone g, anch’essa continua, da T in'Y .

(b) X é C*-immerso inT.

(¢) Ogni coppia di zero-insiemi di X disgiunti ha chiusure disgiunte in
T, oweroNZy,Zy € Z(X) con Z1NZy = &, risulta clpZyNelpZy =
%)

(d) Per ogni coppia Zi,Zs di zero-insiemi in X = risulta
CZT(Zl N Z2) =clrZ1NclrZy

(e) Ogni punto di T' é punto limite per un unico z-ultrafiltro su X

DIMOSTRAZIONE.

(a) = (b)
Sia f una generica funzione in C*(X), essa ¢ continua ed ha immagine f[X]
contenuta in un intervallo chiuso [a, b], che & un compatto di R. Per il punto
(a), ammette un’estensione continua g da T in [a,b] e quindi g € C*(T).
Questo vale Vf € C*(X) e quindi X & C*-immerso in 7.

(b) = (¢)
Siano Z1 e Zs due zero-insiemi di X disgiunti. Per la proprieta 1.7, Z;
e Zo sono completamente separati. Allora esiste una funzione continua
f X — [0,1] tale che f[Z;] = {0} ed f[Z2] = {1}. Per ipotesi vale il
punto (b) e quindi esiste una funzione g € C*(T') che estende f. Allora
Zy C f71({0}) e quindi clrZy C clp[f~1({0})] € clrlg~ ' ({0})] = g7 ({0}).
Analogamente, poiche Zy C f~1({1}), troviamo che clyZs C g~ 1({1}), da
cui deduciamo che clpZy NelrZy = @.
C©=)
E sempre vero che clp(Z1 N Zs) C clpZy N clpZ,. Dobbiamo dimostrare
che x ¢ clp(Z1 N Zy) implica x ¢ clpZy N clpZy. Poiche © ¢ clp(Z1 N Zs)
esiste un intorno C' di z in T disgiunto da Z; N Z,. Per il corollario 1.8
possiamo supporre che C sia uno zero-insieme in 7. Pertanto C N X ¢
uno zero-insieme su X. Allora CNXNZ1 =CnNZieCNXNZy =
C' N Z3 sono due zero-insiemi disgiunti su X, quindi per il punto (c) anche
cdr(CNZy)Nelp(CNZy) =@ equindi z ¢ clp(CNZy)Nelp(CN Zy). Per-
tanto = non appartiene ad almeno uno dei due insiemi. Sia z ¢ clp(C N Z7)
(per x ¢ clp(C N Zy) il discorso e analogo). Allora deve esistere un intorno
dizin T, UL, per cui UI NCNZy = @. Ma UL NC & un intorno di z in T
e quindi x ¢ clpZy, e quindi = ¢ clpZ1 N clpZs.
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(d) = (e)
Per il corollario 1.5 sappiamo che ogni punto di 7" ¢ punto limite per
almeno uno z-ultrafiltro su X. Vogliamo dimostrare che questo ¢ unico.
Per assurdo esista un punto x a cui convergono due z-ultrafiltri distinti .o/
e A, allora per il Teorema 2.8 possiamo trovare uno zero-insieme Z; € o/
ed uno Zy € A disgiunti tra loro. Per la condizione (d) sappiamo che
cpZy NelpZy = clp(Z1 N Zs) = cp@ = &. Ma, poiche o converge a z,
x € cprA VA € o e, poiche & converge ad x, x € clyB, VB € %, allora
x € clpZy NclrZsy, il che € assurdo. Allora ogni x € T' & punto limite di un
solo z-ultrafiltro su X.
(e) = (a)
Sia f una funzione continua da X allo spazio compatto Y, vogliamo trovare
una funzione continua g : T — Y tale che la sua restrizione ad X sia g|x = f.
Sia x € T. Per ipotesi, esiste uno ed un solo z-ultrafiltro & su X convergente
ad x.
Definiamo la famiglia di zero-insiemi: f# (<) = {E € Z(Y)/f Y(E) € &/}.
Per prima cosa osserviamo che f#(.7) ¢ uno z-filtro primo su Y.
i) Se @ € f#(o/), allora f~1(@) = @ € &, cosa impossibile perche
o/ & uno z-filtro: quindi @ ¢ f7 ().
ii) Siano E,F € f#(</), allora E,F € Z(Y) con f~YE), f~Y(F) €
. Poiche ENF e Z(Y)e ffYENF)=f"YE)Nf~YF) € «,
anche ENF € f# ().
iii) Siano H € f# (<) e G due zero-insiemi di Y con H C G. Poiche
fYH) € o e f/H(H) C f~!(G), basta dimostrare che f~1(G)
sia uno zero-insieme di X per provare che G € f# (/). G € Z(Y),
quindi esiste una funzione h € C(Y) tale che Z(h) = G. Inoltre
y € f71(Q) se e solo se f(y) € G, ovvero se e solo se h(f(y)) = 0.
Allora f~Y(G) = Z(h o f) e quindi & uno zero-insieme.
iv) Siano E ed F due zero-insiemi tali che EU F € f#(&/). Allora
fFHE)UfYF) = f~Y(EUF) € &. Poiche¢ & &uno z-ultrafiltro,
fYE) e« oppure f~1(F) € &, ovvero o E € f#(A) o
F € f#(&/) e quindi f# (<) & primo.

Poiché Y & compatto, per I'equivalenza 3.11.d, f# (/) ammette un unico
punto di aderenza che, per il Teorema 3.5, & I'unico punto in comune ai suoi
element;.

Definiamo quindi la funzione g associando ad ogni z € T

4) = N A4
Aef# (o)

dove &7 ¢ lo z-ultrafiltro convergente ad x.

Vogliamo dimostrare che la g cosi definita estende la funzione f di partenza.
Vr € X, z & punto di aderenza per il solo z-ultrafiltro &7, e quindi ogni
intorno U!" di  ha intersezione non vuota con ogni elemento A € 7. Allora
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YUI' VA€ o/, U'NXNA#@ maUl'NX ¢&un intorno di = in X, che
indico con UX. Dunque UX N A # & per ogni intorno UX di z in X e
quindi z € clxA VA€ & e x € (\yey A VE € f#(), f7H(E) € &, di
conseguenza sappiamo che z € f~Y(E) e f(z) € E. Allora VE € f# (<),
f(@) € Npep# () £ = {9(x)} da cui necessariamente f(z) = g(z).

Ci resta ora solo da dimostrare che g & un’estensione continua, ovvero che

Va € T, comunque preso un intorno U;?x) di g(z) in Y, esiste un intorno di

z la cui immagine & tutta contenuta in U;ZI).

Poiche Y e completamente regolare, ogni intorno U;?x) di un suo punto x
contiene uno zero-insieme F' € Z(Y') intorno di = (per il corollario 1.8) che
a sua volta contiene un cozero-insieme Cz(h) intorno del punto (h € C(Y)),
in quanto i cozero-insiemi formano una base per gli aperti dello spazio.
Allora g(zx) € Cz(h) C F C Ug‘?x). Poiche Cz(h) & un cozero-insieme,
Cz(h)=Y —F',con F' € Z(Y).

Segue che FUCz(h) =Y e quindi che F' U F =Y, perche Cz(h) C F.

X = f Y WFUF) = ffY (R UfYF)=20Z, dove Z = f7YF) e
7' = f~Y(F"). Poiche¢ X ¢ densoin T, T = clrX = clp(ZU Z') = clp Z U
ClTZ/.

T —clpZ' ¢ un aperto di T. Se y € T — clpZ', poiche y ¢ clpZ', y € clrZ.
Per la proprieta 1.4 esiste uno z-ultrafiltro su X, che indichiamo con £, che
ha y come unico punto limite e che contiene f~'(F) = Z. Per la condizione
(e) dobbiamo avere # = &/, pertanto F € f# (<) e g(y) € Naes# () A-

Segue che g(y) € F, e quindi g(y) € U;?z). Pertanto g(T — clpZ') C U;?x)
Se dimostriamo che x € T — clyZ’, abbiamo che T — clrZ' ¢ un intorno di

z la cui immagine ¢ tutta contenuta in U;Ex), e quindi che g ¢ continua. Per

assurdo sia x € clpZ’, allora in maniera analoga alla precedente, troviamo
che g(z) € F’ e quindi che g(x) ¢ Cz(h), il che & in contraddizione con la
definizione di Cz(h). Allora x € T — clpZ’ e g & continua O

Vogliamo ora dimostrare che ogni funzione f € C(X) si estende in
maniera unica ad una funzione g € C(T'). Ci serviremo del seguente

LEMMA 1.8. Sia X un sottospazio denso di uno spazio topologico T ed'Y
uno spazio di Hausdorff. Se f e g sono due funzioni continue su T a valori
in'Y che coincidono su X, allora f = g.

DIMOSTRAZIONE. Per assurdo esista ¢t € T per cui f(t) # g(t). Poiche
Y ¢ uno spazio di Hausdorff, esistono due intorni disgiunti di f(t) e g(t), che
indichiamo rispettivamente con U}/(t) e U;?t). Per la continuita di f esistera
un intorno U} di t per cui f(UY) C U}f(t) e, per la continuita di g esistera
un intorno V;! tale che g(V;Y) C U;Et)'
Poiche X & denso in T, UtY N VtY N X # &, e quindi esistera un punto
ye U NVY NX. Poiche y € X, risulterd f(y) = g(y), ma in tal caso
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dovremmo avere f(y) € U}/(t) ed f(y) = gly) € U;?t), e quindi
fly) € U}/(t) N U;Et), cosa assurda perche i due intorni sono disgiunti per
ipotesi. O

Quindi, come conseguenza del lemma, possiamo affermare che se due
funzioni in C*(T') estendono una stessa funzione in C*(X), con X denso in
T, esse coincidono su 7.

TEOREMA 1.9. BX soddisfa le condizioni del Teorema 1.7 e, se T € uno
spazio compatto che contiene X come sottospazio denso che soddisfa le stesse
condizioni, allora esiste un omeomorfismo tra X eT che lascia fissi i punti

di X.

DIMOSTRAZIONE. Poiche SX ¢ uno spazio di Hausdorff compatto, per
un noto Teorema, esso € completamente regolare.
Il punto (1) del Teorema 1.6, coincide con la condizione (c) del Teorema 1.7.
Sia ora T un altro spazio compatto, in cui X ¢ denso, che soddisfi le stesse
condizioni. Allora vale la condizione (a) del Teorema 1.7, che ci assicura
Pesistenza di una funzione continua h : X — T che estende l'iniezione
canonica di X in T ed un’altra, sempre continua, k : T" — $X, che estende
Iiniezione e definita dalla formula 3.
Otteniamo quindi il diagramma:

ﬂXLT#ﬁX

1171

Consideriamo a questo punto le funzioni composte ko h : X — (X e
hok:T — T e la funzione identita su X, igx, che estende l'identita ¢ su
X. koh eigx sono funzioni continue che coincidono su X e, poiche questo
¢ denso su $X, per il lemma 1.8 devono coincidere, ovvero igx = ko h. In
modo analogo si dimostra che l'identita ir su T coincide con h o k.

h e k sono dunque biiezioni continue, I'una l'inversa dell’altra, quindi h & un
omeomorfismo tra 6X e T. O

Allora possiamo affermare che, a meno di omeomorfismi, SX & I'unico
spazio compatto in cui X ¢ denso e C*-immerso.
Caratterizziamo ora gli spazi in cui X ¢ C*-immerso col

TEOREMA 1.10. Sia X uno spazio topologico denso nello spazio T. Le
sequenti condizioni sono equivalenti alle condizioni (a),...,(e) del Teorema
1.7

(f) BT = pX
(g) X CTcCpX
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DIMOSTRAZIONE. Verificheremo 1’equivalenza di queste alla condizione
(b) del Teorema 1.7: X & C*-immerso in T

(0) = (f)
Sia A un aperto di ST, allora ANT & un aperto di T, non vuoto perche T
¢ denso in BT. Poiche X & denso in T, ANT N X & un aperto non vuoto
di X. Ma AnTNX = AN X e quindi ogni aperto non vuoto di X
interseca X in un aperto non vuoto, ovvero X e denso in S7. Inoltre ogni
funzione f € C*(X) si estende ad una funzione g € C*(T'), in quanto X &
C*-immerso in T, mentre g si estende ad una funzione h € C*(ST), perche
T ¢ C*-immerso in BT e quindi anche X risulta essere C*-immerso in 57T
Infine, poiche X e BT sono entrambi spazi compatti in cui X € denso e
C*-immerso, per il lemma 1.9 devono essere omeomorfi.
(f) = (9)
Risulta immediata 'inclusione X C T C T = X
(9) = (b)
Poiche¢ X ¢ C*-immerso in 3X, come dimostrato nel Teorema 1.9, X &
C*-immerso anche in ogni sottospazio T' C fX.

O

Abbiamo risolto cosi il problema della C*-immersione: gli spazi T nei
quali X ¢ C*-immerso sono tutti e soli gli spazi compresi fra X e 8X.

Per la proprieta 3.6 sappiamo che & possibile stabilire una corrisponden-
za biunivoca tra gli z-ultrafiltri fissi 27, e i punti di X.

Uno z-ultrafiltro su X ¢ anche un punto di SX. Se p ¢ questo punto,
indicheremo con &P il corrispondente z-ultrafiltro su X.
I punto (i) del Teorema 1.6 puo essere cosi riscritto

AP ={Z € Z(X)/p € clgxelZ]}

o anche

(5) p € clgxelZ] se e solo se Z € /7

Osserviamo ora che se .% ¢ uno z-filtro su X e p, appartenente a X, ¢
un punto di aderenza per .#, allora .# C &/P. Infattise Z € .F p € clgxZ
e quindi Z € &/P. A questo punto, se p € X, esiste un unico z-ultrafiltro
Z su X convergente a p (per il punto (e) del Teorema 1.7). Dato che p ¢
anche punto di aderenza per %, si ha che .# C &/P ma, essendo z-ultrafiltri,
ZF = o/P. Allora @/P & 'unico z-ultrafiltro su X convergente a p.

Se p € X, si ha &P = a7,

PROPRIETA 1.11. La funzione
¢ :C"(X) — C(BX)
=
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dove con fP indichiamo Uestensione a 3X della funzione f € C*(X), ¢ un
isomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. Innanzitutto si vede che ¢ € un omomorfismo di anelli:
infatti Vf,g € C*(X) ¢(f +g) = (f +9)° = fP + ¢°, perche le due funzioni
coincidono su X, e quindi ¢(f + g) = ¢(f) + ¢(g), analogamente si trova
che o(f - g) = o(f) - v(9).

Per Diniettivitd consideriamo due funzioni f # g, ovviamente f°? # ¢°,
perche non coincidono su X.

Sia ora f’ una funzione continua di X in R, allora la restrizione f’|x & una
funzione continua di X in R, limitata perche f’ ¢ una funzione continua su
un compatto. Necessariamente (f/|x)? = f’, in quanto coincidono su X,
quindi ¢ € anche suriettiva.

Allora ¢ € un isomorfismo tra i due anelli. O

Poiche X & compatto, C(BX) = C*(6X) e quindi C*(X) e C*(8X)
risultano essere isomorfi.

Osservazione. Nella dimostrazione del Teorema 1.7 ((e)= (a)) si
provato che dato uno z-ultrafiltro .7 su X la famiglia f# (/) ¢ uno z-filtro
primo. Diamo un esempio di uno z-ultrafiltro .27 tale che f# (/) non & uno
z-ultrafiltro. Consideriamo l'intervallo [0, 1] della retta reale. Indichiamo
con X questo intervallo dotato della topologia discreta, mentre con Y lo
stesso con la topologia standard. Sia poi l'identita ¢ : X — Y che € una
funzione continua.

Poiche X non & compatto, esiste su X uno z-ultrafiltro 2/ che non ¢ fisso.
i) ={Z € Z(Y))i "\ (Z) = Z € o/}. Se questo fosse uno z-ultrafiltro,
dovrebbe essere fisso in quanto Y & compatto. Allora i# (/) = 7, (per un
opportuno x € X) sarebbe formato da tutti gli zero-insiemi contenenti x.
In particolare {z} apparterrebbe ad o7, e quindi anche ad /. Ma allora
ogni elemento di &7 conterrebbe {z} e pertanto ./ sarebbe uno z-filtro fisso,
assurdo.

i"(7) & anche un esempio di uno z-filtro non z-ultrafiltro convergente.

Da questo esempio si vede anche che non necessariamente 'immagine di uno
zero-insieme € uno zero-insieme: infatti [0,1] N Q & uno zero-insieme su X
ma non su Y.

PROPRIETA 1.12. cardBN = cardBQ = cardSR .

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo preliminarmente che uno zero-insieme su
N & anche zero-insieme su Q e su R. Proviamo ora che card8N < cardGR.
Se &/ € BN, allora & ¢ anche una famiglia di zero-insiemi di R che gode
della proprieta dell’intersezione finita. Pertanto esiste uno z-ultrafiltro %
contenente /. Ad ogni elemento di SN si ¢ cosi associato un elemento di
BR. Tale corrispondenza ¢ iniettiva. Infatti se @/ # <% esistono Ay € oA
e Ay € o/ tali che A N Ay = @. Ora sia %; 'immagine di 7 in SR (per
i =1,2), allora A} € %1, As € By e Ay ¢ B, altrimenti avrei & € H,

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



26 P.M. Gandini, S. Bianco — Appunti di topologia

quindi A1 # HA. Essendo la corrispondenza iniettiva, cardBN < cardGR.
Analogamente si prova che cardGN < cardGQ.

Proviamo ora che cardBQ < cardBN. Sia f una biiezione fra N e Q. Tale
biiezione esiste perche N e Q hanno la stessa cardinalita. Poiche in N vi
¢ la topologia discreta, f ¢ una funzione continua tra N e il compatto SQ,
che contiene QQ come sottospazio denso. Per la condizione (a) del Teorema
1.7 esiste una funzione continua f/ di AN in SQ che estende f. f/[ON] & un
compatto di 8Q. Essendo questo spazio Tb, si ha che f [BN] & un chiuso
di SQ che contiene Q. Allora f'[fN] = 3Q. Essendo f suriettiva si ha
la tesi. La dimostrazione che cardBR < cardBN & analoga osservando che
Q C R C BR, che Q & denso in GR e che f & una funzione continua di N nel
compatto SR. O

Usando la compattizzazione di Stone Cech si pud dare un’altra
dimostrazione del seguente teorema.

TEOREMA 1.13. Il prodotto di spazi compatti ¢ compatto.

DIMOSTRAZIONE. Sia {X;/i € J} una famiglia di spazi compattie [ [, X;
il loro spazio prodotto. Per ogni indice ¢ sia m; la proiezione canonica di
[[; Xi in X;. Essa puo essere vista come una suriezione continua dello spazio
[ I, Xi nello spazio compatto X;, pertanto per la condizione (a) del Teorema
1.7 ammette un’estensione continua o; : F([[; X;) — X;. Si consideri ora la
funzione 0 : B(][; Xi) — [[; Xi definita ponendo per x = {z;}ics € [[; Xu
d(x) = {04(x;) }ics. Poiche ¢ € una funzione continua e suriettiva e 5( [, X;)
¢ compatto, anche [ [, X; ¢ compatto. O
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