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Capitolo 1

Sottospazi vettoriali

In tutti gli esercizi di questo capitolo si sono adottate notazioni standard, in particotaiedicato con:

- R" lo spazio vettoriale della-uple di numerireali, di dimensiong riferito alla base canoniqe 1 = (1,0,...,0),
e;=(0,1,0,...,0),...,e,=(0,0,...,1));

- C" lo spazio vettoriale dellen-uple di numeri complessi, di dimensiome riferito alla base canonicée ;1 =
(1,0,...,0),e2=(0,1,0,...,0),...,en=(0,0,...,1));

- R™" |o spazio vettoriale delle matrici di tipem, n), ad elementi reali, riferito alla base canonica:

- R™" lo spazio vettoriale delle matrici quadrate di ordimead elementi reali, riferito alla base canonica standard
(il caso particolare della precedente);

- C"" lo spazio vettoriale delle matrici quadrate di ordimead elementi complessi, riferito alla base canonica
standard (come la precedente);

- S(R™M lo spazio vettoriale delle matrici simmetriche di ordim@d elementi reali rispetto alla base canonica:

1 0 0 0 1 0 0O O 1

0O O 0 1 0 0 0O O 0

0O O 0 0 O 0 1 0 0

0 O 0 0O O 0 0 O 0

0 1 0 0O O 0 0 O 0
0 0 1

0 O 0 0 1 0 0 O 1
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- AR™) lo spazio vettoriale delle matrici antisimmetriche di ordinad elementi reali rispetto alla base canonica:

o 1 0 ... O 0O 0 1 0 0o o ... 0 O

-1 0 0 ... O 0O 0 O 0 0o o0 ... 0 O
-1 0 O o ..., s

o o0 ... 0 1

0O 0 O 0 0 O 0 0o o ... -1 0

- Rn[X] lo spazio vettoriale dei polinomi ir, a coefficienti reali, di grado minore o ugualaariferito alla base
canonical,x, X%, ...,x".

- tr(A) indica la traccia della matricd € R™", vale a dire la somma degli elementi della diagonale principale.

[1] In R® sono dati i vettoriu; = (1,1,2), uy = (2,-1,3), us = (3,0, h); dire per quali valori dih € R i vettori
uy, uy, uz Sono linearmente indipendenti.

[2] In R* sono dati i vettoriu, = (1,-1,0,1), uz = (2,1,1,0), uz = (3,0,1,1), us = (0,1,-1,0); trovare una
base del sottospazio ®*, generato dai vettotiiy, u,, us, us.

Verificato che i vettoriuy, uz, us sono linearmente indipendenti, determinare per quali valdrieliR il vettore
v=(1-1,2t-8t+1) e L(u,uy,us).

Per i valori dit trovati, determinare le componentidirispetto ai vettoriu 1, uz, us.

[3] Datii vettori: u = (1,3,2), v = (-2,1,1) in R3, verificare cheV = L(u,v) ha dimensione 2. Trovare
per quali valori dit € R, il vettorew = (t,0,—1) appartiene allo spazi®’ e, per tali valori, determinare le sue
componenti rispetto ai vettori e v.

[4] SianoW; il sottospazio dR® generato dai vettoriu; = (1,1, 1), us = (2,-1,1), W, il sottospazio diR3
generato dai vettoriv, = (1,2,-1), vo = (-1, -1, 2). Trovare Wi N Wy, dim(‘W, N W) ed una sua base.

[5] Nello spazio vettorial®* si considerino i sottospazi, = L(a, b, c), dove:
a=(20,10),b=(-1101),c=(0,3,-1,-1); W2 = L(e,f,g),dovee = (-1,1,5,4),
f=(0,3-21,g=(27,-16,-5).

i) Verificato che I'insiemeB = (a,b,c) & una base dil,, stabilire per quale valore di € R il vettore v =
(5,—-h, 1, h) appartiene @&V, e, per tale valore, decomporlo rispetto alla b&se

ii) Trovare un sottospazidd’s di R* tale cheWs @ W, = R*.

[6] InR*#, scrivere le equazioni di due iperpiani vettoriali, diversi, ma entrambi supplementari della retta vettoriale
H=L(20,4,73).

[7] Sono dati, inR*, i sottospazi vettoriali:

H={(xY,2t) e RYx+2y =2t =0},
K=21L(1,201),(24,-1,1),(0,0,1,1),(1,2,4,5),(1,-1,0,5)).

i) Determinare la dimensione e una base sigfdia di K.
if) Determinare la dimensione e una base sigfii K sia di H + K.

iii) Il vettore x = (1, 2, 3,4) appartiene & + K? In caso affermativo decomporlo nella somma di un vettord di
e di un vettore diK, in tutti i modi possibili (a meno di un cambiamento di variabile libera).
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Capitolo 1 — Sottospazi vettoriali 3

[8] i) In R3[x], considerati i polinomi:
p1(X) = X — (h+ 1)x?
pP2(X) = h+ x
pa(x) =1-x3
Pa(X) = 4x, heR,

determinare i valori dh per cui(p1(X), p2(X), p3(X), p4(X)) € una base dRs[x].

i) Fissato uno dei valori determinato nel punto precedente, trovare le compongtdi gi 1+ x + x2 + x® rispetto
a tale base.

[9] In R?? si considerino i sottoinsiemi:

X1 X
s {5 %))
D R -
7‘_{( X X4)/x1+x4_0}

delle matrici a traccia nulla. Si dimostri ch® e 7~ sono sottospazi vettoriali dk >?; si determinino le loro
dimensioni ed una base per ciascuno di essi.

delle matrici simmetriche e:

[10] Dire se i seguenti sottoinsiemi &i%?:

7—(:{( )z( ¥)/2x—y—z=x+3y—2t=0},

_ Xy _ _t—
W—{(Z t)/x y+2_t_0}

sono sottospazi vettoriali. In caso affermativo determinarne una base e la dimensione.

[11] Nello spazio vettorial®* sono dati i sottospazi:

H = {(X1, X2, X3, Xa) € R 2X1 — X2 + X3 = X4 + X2 — X4 = O},
K = L(0,0,1,1),(1,1,0,0)).

i) Calcolare la dimensione e una basetdi
i) Calcolare la dimensione e una basefdi+ K. Si tratta di una somma diretta?

[12] i) Verificare che le matrici:
1 2 1 0 0 2 4 1
e A8) (3 8) Ae( 5 0) Ao (55
costituiscono una base ®i*? e determinare le componenti della matrise- ( (1) 2 ) rispetto a tale base.
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i) Dati i sottospazi vettoriali dR %?:

ﬂz{( XX )/x1+2x2=0},
X3 X4

X1 X
B = IXg+X4=X2+2%3=0¢,
{(x3 x4) 1+ X4 =X 3 }

determinare una base e la dimensiongde di 8. Determinare una base e la dimensioneAdi 8 e di A + B.

[13] Sono datiirR* i sottospazi vettoriali:
H={(xy,zt) e RYx-2z=2y=0},
K=2,(021,-1),(1,-2,11),(1,2,3,-1),(1,2,7,1)).

i) Determinare la dimensione e una base sig&{dsia di K.
if) Determinare la dimensione e una bas&i K.

[14] In R® i sottospazi:

A = {(X1, X2, X3, X4, X5) € R X1 + Xo = X3 = O},
B8=1,(12121),01111),(1,0,-10,-1),(23,1,3,1)

sono supplementari?

[15] InR* si considerino i vettori:

a=(1,110, b=(,111), c=(1,100).

i) Verificare chea, b, ¢ sono linearmente indipendenti.
i) Determinare un vettore in modo chea, b, ¢, d siano linearmente indipendenti.
iii) Dire se il sottospazioH = {(x,y,zt) € R¥y = z+t = 0} & contenuto ik = £L(a, b, ¢c).

[16] InR?3 si consideri il sottospazio vettoriale:

W={xY,2 €eR3¥x+y+z=x+hy+(2-hz=—-x—-h?%+ Bh-4z=0}.

i) Al variare di h € R, determinare la dimensione e una baséi
ii) Al variare di h € R, determinare un sottospazio supplementar@din R 3.

[17] In S(R33) completare I'insieme libero:

SR

| 3

N OO

fino ad ottenere una base.
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Capitolo 1 — Sottospazi vettoriali

[18] Data la matrice:
6 -9
(8 2)
i) provare che i sottoinsiemi:

F={X eR*?/AX = XA}, G ={XeR*’/AX = —XA}
sono sottospazi vettoriali e trovare una base per ciascuno di essi.

i) Determinare una base per i sottospazi vettorah G e ¥+ G.

iii) Data la matrice:
0 h-2
C:(O h—3)’ heR,

stabilire per quale valore di la matriceC appartiene al sottospazio vettorigier G.
Assegnato adh tale valore, trovare due matri€i; € ¥ e C; € G in modo tale ch&C = C; + C;.

[19] InR* si consideri il sottoinsieme:

W1 = {(Xe, X2, X3, X4) € R Xq + 2X3 + X4 = X3 — Xq = O}.

i) Verificare che'W & un sottospazio vettoriale & e determinarne una base e la dimensione.
Si considerino, inoltre, i sottospazi:

W, = L(a,b,c), dove a=(1020),b=(01-11),c=(3-28 -2),
Ws = L f,g), dove e=(0121),f=(2131),g=(1-24-2).

i) Si determinino una base e la dimensioneidt, e di Ws.
iii) Si determinino una base e la dimensioneidi; N (W, + Ws).

[20] Si considerino gli insiemi:

, a,b,ce[Rl;

By
—_
[oaN RN
O RO
= O o

I a 0 o0 1
‘K=L , ab,cdefeRy;.

(op
o
- O

H e K sono sottospazi vettoriali @32 ? In caso affermativo se ne determini una base e la dimensione.

[21] Si considerino gli insiemi:
H = {p(x) € R3[x]/ p(x) = ax+ bx? +x%, a,beR};
K = {p(X) € R3[x]/ p(x) = ax+ bx? +cx®, a,b,ceR}.

H e K sono sottospazi vettoriali dk 3[x] ? In caso affermativo se ne determini una base e la dimensione.
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[22] | sottospazi:
H=Laa=(,2,00),b=(0,1,3,0),c=(210,0),d = (5,4,0,0),
K={XY,zt) eR¥Y2Xx+3y-z=x-2z=0}

sono supplementari iR* ?

[23] | sottospazi:
7_{: ‘[:(a = (11_i!0!0)1b = (0|2+ i!O!O)lc = (3l 1!_110)1(1 = (3+ i!2!_1|0))|
K={XxY,zt) e CYix+y—-3z=y+4iz= 0}

sono supplementari i@* ?

[24] InRR* si considerino i sottospazi vettoriali:
Wi = {(X1, X2, %3, Xa) € R %1 + 2% + 3x3 + Xq = O},

Wy = {(X1, X2, X3,Xa) € RYXq + Xo = X + Xg = X — X2 + X3 = O};

provare cheW; @ W, = R*.

[25] Nello spazio vettorial® 4[x] si considerino i sottospazi:
H = LIX+ X, X% +x3,x3 + X4, 2x + 5x% — 3xY),
K = {p(x) € R4[x] / p(x) & divisibile perx? — x — 2}.

Si determinino una base e la dimensiongli K e di H N K.

Dato il polinomioq(x) = -2 + 2x + 4x*, si verifichi cheq(x) € H + K e si decompongg(x) nella somma di un
polinomio di H e di un polinomio diK. Tale decomposizioneunica?

[26] Nello spazio vettorial® 4[X] si considerino i sottospazi:

Wi=LA-X+5S,X+2C+3C+x4,2-X— 42 + 73 = xY,
W, = LOE - x4 X2 - x3),
Wz = L.

Provare cheW, & W, & W3 = R4[X].

[27] InR®, determinare una base e la dimensione dell'intersezione e della somma dei due sottospazi seguenti:

W1 = {(X1, X2, X3, Xa, X5) € R/ 2X1 — X — X3 = X4 — 3X5 = O},
W = {(X1, X2, X3, X4, X5) € R/ 2X1 — Xp + X3 + 4%y + 4x5 = O}.

[28] InR®, determinare una base e la dimensione dell’'intersezione e della somma dei due seguenti sottospazi:

Wi = {(X1, X2, X3, X4, X5) € R5/%q = 3% + 2X3 — 3X4 — 35 = O},
Woy = {(X1, X2, X3, Xa, X5) € R/ 13%; — 26%5 + 6X3 — 94 — x5 = 0}.
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Capitolo 1 — Sottospazi vettoriali

[29] In C*, determinare un sottospazio supplementare di:

W = {(X1, X2, X3, Xa) € C/xq +iXz + 2+ 1)Xg = (L= )%z + iXq = O} .

[30] InR4[X] si consideri il sottospazio vettoriaf®d’ dei polinomi aventi il numero 3 come radice.
i) Si decomponga¥ nella somma diretta di due sottospa#i, e W-.

i) Si scriva il polinomio—3 — 5x + 5x2 — 10x3 + 3x* di ‘W come somma di un polinomio d#; e di un polinomio
di W,.

[31] InR4[x] si consideri 'insiemeW; dei polinomi divisibili perp(x) = —3x + x2.

i) Si verifichi che‘'W; & un sottospazio vettoriale ®i4[x], se ne determini la dimensione e una base.

i) Sia W = L(p1(X), p2(X), P3(X), pa(x)) dove pi(X) = 6x% — 5x3 + x4, pa(X) = =12+ X + X2, p3(X) = 36— 3x +
3% -5 + x4, paX) = 12— x+ 11x% — 10 + 2x*. Si determini una base e la dimensionelti, .

iii) Si determini W, N W,.

iv) Si determini un sottospazi®/; di R4[X] tale cheW; & W3 = Ry[X].

[32] InR® si consideri 'insieme:

W1 = {(X1, X0, X3, X4, X5) € R/ 2X1 + Xp = X3 = O}.

i) Si verifichi che‘W & un sottospazio vettoriale ®°, se ne determini una base e la dimensione.
i) Sia ‘W, = L(a,b,c,d) dove:

a = (01 31 11 _21 0)1 b= (01 01 21 11 1)1 c= (01 61 _101 _101 _6)1 d= (01 31 71 11 3)1

se ne determini una base e la dimensione.
iii) Si provi che W, @ W, = R5.
iv) Si determini un sottospazi®’3 di R tale che dineWy N W3) = 1 e dimWs = 3.

[33] InR3[X] si considerino i polinomi:

P1(X) = 3= X+X2, P2(X) = X=X + 2, p3(¥) = 2= X° + X, pa(X) = x— 2¢ + 3.

Si verifichi che I'insiemeB = (p1(X), p2(X), P3(X), Pa(X)) & una base dk3[x] e si esprima il polinomig(x) = X—x?2
nella bases.

[34] InR?? si considerino le matrici:
1 2 0o 3 1 -1 3 2
oA 8 (S ) (o T (D)

Si verifichi che l'insiemeB = (A1, Ao, Az, As) & una base dR?? e si esprima la matricA = (
baseB.

2 -1 nella
-1 2

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



8 E. Abbena, G.M. Gianella — Esercizi di Geometria e Algebra Lineare I

[35] i) Date le seguenti matrici dello spazio vettorigiigR >°):

0 1 2 0O 0 2
A=l -1 0 0|, B=| 0 0 1
-2 0 0 -2 -1 0

si completi 'insieme{A, B} in modo da ottenere una bage di AR33).
i) Si determinino le componenti della matrice:

o 1 2
C=l-1 0 3

-2 -3 0

rispetto alla bas&’.

[36] Sianol/ e V due sottospazi vettoriali di dimensione 2RIF.
i) Provare cheld NV + {o}.
if) Determinare tutte le possibili dimensioni @ N <V e costruire un esempio in ciascuno dei casi.

[37] i) Verificare cheB = (( _12 ‘12 )( i ;)( _41 :é )) & una base dS(R?2).

i) Trovare le componenti della matriok = ( —il __171 ) rispetto alla basé.

[38] i) In Rs[X] si consideri I'insiemeA dei polinomi aventi radici: 1, 2, 3. Si verifichi ché & un sottospazio
vettoriale diRs[x], se ne calcoli una base e la dimensione.
i) Si determini un sottospazio vettoriaf supplementare adi.

iii) Si decomponga il polinomiga(x) = x? + 3x3 nella somma di un polinomio dA e di un polinomio diB. Tale
decomposizione unica?

iv) Si determini una base e la dimensione dei seguenti sottospRzj[di:

C=LA+X+X,C+X02+2X+ 22 =3 -3, 2+ 33 - xH
D=L2+Xx-3 X=X, x+x +x3-x.

V) E vero cheC & D = Rs[X] ?
vi) Si determini una base e la dimensioneAin (C + D).

[39] In €22 determinare un sottospazio supplementarei:
1 i 1 0
n-el(o o) (2 3))

Data la matriceX = ( 11 ) decomporreX nella somma di una matric€; € A e di una matriceX; € 8.

3 4

[40] i) Si verifichi che:

J 0 X1 X X3 1
-x; O Xa Xs
B= [ X1 +Xo+X3=2% +X4=X5— X =0,
X x4 0 X 1+ X2+ X3 2+ X4 = X5~ Xe

L —X3 —X5 —Xg 0

Universi@ di Torino



Capitolo 1 — Sottospazi vettoriali

& un sottospazio vettoriale ¢i(R**), se ne calcoli una base e la dimensione.
ii) Si determini una base e la dimensione dei seguenti sottospeaRif-*):

01 2 3y(0 0 1 2y(0 1 -1 2y(0 2 -1 1
cogll-1o-2-3|lo 0o 0o 1|l-10 23|20 0 2|
=Ll 22 0 10l-1 0 o 7|1 =2 0 1|1 0 o 12/

33 -1 0)l-2 -1 70)l2 3 -10)l-12-12 0

0 0 2 -1y(0 0 1 -2

o 00 1/|lo0o o0 0 o
D=Ll 5 0 0 o]l-10 0 1

1 10 0 2 0 -1 0

iii) E vero cheB @ C = AR ?

iv) Si determini una base e la dimensioneZdin (8 + C).

V) Si determini un sottospazio vettoriatesupplementare &.
vi) Si decomponga la matrice:

0O -1 -1 -1
1 0 2 1
A= 1 -2 0 1
1 -1 -1 0

nella somma di una matrice di e di una matrice diD.
vii) A & invertibile? Seis’si determiniA=!.

[41] In €?? determinare un sottospazio supplementArei:
2 i
(3 3)

_41 ) decomporreX nella somma di una matricé; € A e di una matriceX; € 8.

w

Data la matriceX = (

0 2
i) Determinare una base per il sottospaié 2> R?? generato dad, A, A+ A,

if) Dimostrare che il sottoinsieme:
a b
(LI—{(O Z))’ a,be[R}

& un sottospazio dk?? e determinarne una base.
iii) Determinare una base per i sottospa + U e W N U.

[42] Siconsiderila matricé = ( 01 ) e R?2,

[43] i) In S(R33) si consideri I'insieme:

a-

|
{

X1 X2 X3
X2 Xa Xs

/X1+2X4—X5=2X5—X2=X3+3X5=O¥
X3 X5 Xe

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



10 E. Abbena, G.M. Gianella — Esercizi di Geometria e Algebra Lineare Il

e si verifichi cheA & un sottospazio vettoriale, se ne calcoli una base e la dimensione.
i) Si determini un sottospazio vettoria# supplementare &.
iii) Si decomponga la matrice:

N~ O

1
3
1

arLr N
~—_—————

nella somma di una matrice cil e di una matrice di5.
iv) A & invertibile? Seissi determiniAt.
v) Si determini una base e la dimensione dei seguenti sottosp&zRdi®):

(( 1 (1 2 21
C=L“2 -1 3J, 2 13|l 0 o 1“2 3 4 JJ
1 2

vi) E vero chedl @ C = S(R33) ?
vii) Si determini una base e la dimensionefin (A + C).

[44] DatoU = {( g g ) abe [R}, sottospazio vettoriale & 22,

i) si determini un altro sottospazi®’ tale cheld @ V = R?2.

ii) Data la matriceA = ( _13 g ) si decompongd nella somma di una matricA; € U e di una matrice
Az evV.

[45] InR* si consideri il sottospazio vettoriale:

W =L(1,30-1),(2512),(1,21,0).

i) Si verifichi che'W & un iperpiano vettoriale dt # e se ne determini la sua equazione.
ii) Si determinino due sottospazi vettorialiBi*, diversi, entrambi supplementari @/ .

[46] InR® si considerino i sottospazi:

U=/L(1,3-2,273),(1,4,-3,4,2),(2,3,-1,-2,9)),
V=/,(13021),(1,5-6,6,73),(25,321)),

determinare una basd + V e una base di/ N V.

[47] Siprovi che i seguenti sottospazikif:
U=1,(1,2-13),(24,1,-2),3,6,3,-7)
V=/(1,2,-4,11),(2,4,-5,14)

sono uguali.
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Capitolo 1 — Sottospazi vettoriali 11

[48] i) Determinare l'insieme di tutte le matrici diR 33 che commutano (rispetto al prodotto) con la matrice:
(0 1 0)

A= 0 0 1|.
0 0O

i) Verificare cheC & un sottospazio vettoriale &2, determinarne una base e la sua dimensione.
i) Determinare due sottospazi diversi, entrambi supplementa?iidi R 33.

[49] InRs[x] si consideri linsiemeB’ = (1, 1+ %, 1+ x%,1+x3,1+x* 1+ x5).
i) Verificare cheB’ & una base dRs5[x], usando due metodi diversi.

ii) Determinare le componenti del polinomjux) = 1 — x — x2 + x3 — x* + X2, rispetto alla bas&’, usando due
metodi diversi.

[50] In C® si determini un sottospazio supplementare di:

H = {(X1, X2, X3, Xa, X5) € €/ 2% + (3= i)X4 = ixy + 2%5 = O}.
Quante sono le risposte possibili? Pergh’

[51] Sono dati i seguenti sottospazi vettorialiR¥:

(Wl = -E((l! _11 Ol 1| 1)1 (1! _21 _2! 11 2)! (Ol 11 2! 01 _1)1 (_1! 31 41 _1| _3))9
Wa = {(X1, X2, X3, Xa, X5) € R/ X1 = X4 + 2X5 = X2 + X3 = O},

i) provare cheR® = W1 & W.
i) Decomporre il vettorea = (0, 2,0, 0, 0) nella somma di un vettore; € ‘W e di un vettorea, € ‘W-.

[52] Siconsiderino i sottospazi vettoriali &i*:

W, =2.L(1,-1,0,2,(0,2,1,3),(2,0,1,7),(3,-5- 1, 3)),
Wo = {(X1, X2, X3, Xa) € R X1 + X — 2X3 = 3Xg — X4 = O}.

i) Trovare una base per ciascuno dei sottospdzi, W, W1 N Wo, W1 + W,.

i) Verificare che il vettorea = (0,-2, -1, 3) appartiene a1 + ‘W, determinando esplicitamente due vettori
a; € Wi ea; e Wy talichea=a; + ay.

[53] Siconsiderino i seguenti sottospazi vettorialRdi?:
22 1 3
Wi, =<XeR>/AX = XA, dove A= 0 -1 ,
W, = {X € R*?/tr(X) = 0}.

i) Determinare una base per i sottospa¥iy, Wo, W1 N W, e Wi+ Wos.
i) Trovare un sottospazio vettoriai®’; che sia supplementare®’;.
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12 E. Abbena, G.M. Gianella — Esercizi di Geometria e Algebra Lineare Il

[54] Sideterminino almeno due sottospazi vettoriali diversi ma entrambi supplementari di:

W = {(Xg, X2, X3) € R3/3Xq — X3 = X2 + 53 = O}.

[55] In S(R*3) completare I'insieme libero:

1 20)(1 0 0y(0 1 -1
I=I[2 0 o],[o -1 o],[ 10 o]l
WooofJ{o o 1){-10 0)

fino ad ottenere una base.

[56] Datii sottospazi vettoriali dR °:
Wl = -E((lv 01 _21 01 1)1 (01 l! 01 _11 0)1 (01 11 _11 _11 3)1 (_11 01 11 01 2))1
Wy = {(X1, X2, X3, X4, X5) € R/ %1 + 3X3 — X5 = Xo — 2X3 + X4 + X5 = O},

i) determinare una base per ciascuno dei sottospazi vettdéialiWs,, Wi N Wy, W1 + Wo;
i) stabilire per quali valori dh € R il vettore (1,2, h,-2, 1) appartiene &/ ;.

[57] InR® sono dati i seguenti sottoinsiemi:

(Wl = ‘L:((ZT 11 11 O! 2)1 (_11 11 07 01 2)1 (0! 21 01 ll l))!
Wy = {(X1, X2, X3, X4, X5) € R/ X1 — Xp — X3 — X4 = X1 — X5 = X4 = O}.

i) Provare cheW, & un sottospazio vettoriale &°.
if) Determinare la dimensione e una base M5 e ‘W» rispettivamente.
iii) Trovare W1 + W, e Wi N Ws.

[68] Completare il seguente insieme:

3% 3)]

in modo da ottenere una baseS{(R 33).

o O

[59] Discutere, al variare di € R, le soluzioni della seguente equazione vettorialR di

X1a1 + Xoaz + Xzaz = b,

dove:
a = (21 _11 01 4)1 az = (_31 21 41 h)1 az = (51 _31 h1 _1)1 b= (141 _81 h1 _l)
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Capitolo 1 — Sottospazi vettoriali 13

[60] InR3 sono dati i vettori:a; = (1,1,0), a, = (0,1, -1), b = (2,3,-1). Considerata I'equazione vettoriale:

X1a1 + Xoap + X3az = b,

determinare, se possibile, un vetterg= (x, Y, 2) nei seguenti casi:

i) I'equazione vettoriale non ammette soluzioni;

i) 'equazione vettoriale ammette una sola soluzione;

iii) 'equazione vettoriale ammette infinite soluzioni.

In ii) e iii) (se possibile) determinare le soluzioni dell’equazione vettoriale considerata.

[61] Datii seguenti vettori dR*:

a; = (11 _11 11 1)1 az = (11 11 _11 1)1 az = (_11 11 11 1)1 b= (81 21 01 10)1

si risolva, see’possibile, I'equazione vettoriale:

a;Xi + axXp + agXaz = b.

[62] Datii seguenti vettori dR*:

aj = (11 01 1! 1)1 az = (_1! 1! 0! 3)! az = (_1! 1! 1! 4)! b= (21 01 21 3)1

si risolva, se2’possibile, I'equazione vettoriale:

ai;Xiy + axXe + azxs = b.

[63] Determinare, al variare dei parametri reak k le soluzioni dell’equazione vettoriale:

ax+by+cz=d

dove:
a=(h-k-h-2k), b=(1,2h-k), c=(-2-4k-4, d=(@1,24-h).

[64] Al variare dei parametri reah e k, determinare, quando esiste, una matkctale che:

XA=B
dove:
éi 3 1
A= , B=| -1 2
3 5 K 0
0 h

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



14 E. Abbena, G.M. Gianella — Esercizi di Geometria e Algebra Lineare Il

[65] Al variare dei parametri reah e k, determinare, quando esiste, una matictale che:

XA=B
dove:

0 1 -1

1 2 3 21 0

A‘(—lhzh)' 8=l -3 0 «

0 0 k

[66] Siconsiderino le seguenti matrici:

N

A=

N

5 1 0
3 0 1|, B=
4 -1 3

stabilire per quali valori dih,k € R I'equazione matricialeAX
possibile, le soluzioni di tale equazione.

1
O ’
k

B & compatibile e determinare, quaneo °

>

[67] Al variare del parametra € R, discutere e risolvere, quan@gossibile, 'equazione matriciakX = B,
dove:

1 -1 A1

2 1|, B= 0o 1].

1 2 A+2 O
[68] Al variare del parametra € R, discutere e risolvere, quan@gossibile, 'equazione matricia®X = B,

dove:
A1 A 1
A=l 1 2|, B= 0 0 |.
-1 2 A+2 O

[69] Stabilire per quali valori dh e k in R le seguenti equazioni matriciali:

A=

O O &~

AX =B, X'A=B,

3 -1 11 -1
A=l1 2 |, B=f{ 0O 1 3 |,
2 h 0 k h+k

sono compatibili. Determinare, quand@ossibile, le loro soluzioni.

2 -1 3 -1 k
A=lh 2 |, B=| -2 0 -3
1 0 4 -k 1

determinare, al variare di,k € R, le soluzioni dell’equazione matriciakX = B.

dove:

[70] Date le matrici:
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Capitolo 1 — Sottospazi vettoriali 15

[71] Al variare diA,u € R, discutere e risolvere, quando possibile, I'equazione matriciale:
AX =B

dove:

>

1
—_——
P OR
>~ WN

O r
| |
© 0w
N ———
v9)

1l
—_——
=

I onN
w
O Rk
N ————

[72] Date le matrici:

1 -1 2 3 1 -1
A=l -1 0 5 6|, B=|5 -3/,
3 h -10 k -1

determinare, al variare di, k € R, le soluzioni dell’'equaziondX = B

[73] Risolvere la seguente equazione matricidl¥: = B, dove:

1 1 0 -1
A=| 2 k|, B=|1 1 |, hkeR.
-1 h 0 k
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Capitolo 2

Applicazioni linear|

In tutti gli esercizi di questo capitolo si sono adottate notazioni standard, in particotaiedicato con:

- R" lo spazio vettoriale della-uple di numerireali, di dimensiong riferito alla base canoniqe 1 = (1,0,...,0),
e;=(0,1,0,...,0),...,e,=(0,0,...,1));

- C" lo spazio vettoriale dellen-uple di numeri complessi, di dimensiome riferito alla base canonicée ;1 =
(1,0,...,0),e2=(0,1,0,...,0),...,en=(0,0,...,1));

- R™" |o spazio vettoriale delle matrici di tipem, n), ad elementi reali, riferito alla base canonica:

- R™" lo spazio vettoriale delle matrici quadrate di ordimead elementi reali, riferito alla base canonica standard
(il caso particolare della precedente);

- C"" lo spazio vettoriale delle matrici quadrate di ordimead elementi complessi, riferito alla base canonica
standard (come la precedente);

- S(R™M lo spazio vettoriale delle matrici simmetriche di ordim@d elementi reali rispetto alla base canonica:

1 0 0 0 1 0 0O O 1

0O O 0 1 0 0 0O O 0

0O O 0 0 O 0 1 0 0

0 O 0 0O O 0 0 O 0

0 1 0 0O O 0 0 O 0
0 0 1

0 O 0 0 1 0 0 O 1

16



Capitolo 2 — Applicazioni lineari 17

- AR™M) lo spazio vettoriale delle matrici antisimmetriche di ordinad elementi reali rispetto alla base canonica:

0o 1 0 ... O 0O 0 1 0 0o o ... 0 O

-1 0 0 ... O 0O 0 O 0 0 O 0 O
-1 0 O o [,...;] -«v v oo oo s

o o ... 0 1

0O 0 O 0 0 O 0 0o o ... -1 0

- Rn[X] lo spazio vettoriale dei polinomi ir, a coefficienti reali, di grado minore o ugualaariferito alla base
canonical,x, X%, ..., x");

- V3 lo spazio vettoriale reale, di dimensione 3, dei vettori ordinari, riferito alla base ortonormale p@sitiva
(1,j, k). In quest'ambito: ‘A"indica il prodotto vettoriale o esterno e"fl prodotto scalare;

- 'Aindica la trasposta della matridees R™" 0 A € C™";

- tr(A) indica la traccia della matricd € R™", vale a dire la somma degli elementi della diagonale principale.

[1] Siaf : €3 — €3 I'endomorfismo la cui matrice, rispetto alla base canoréca,

1 i 1

Determinare kef e imf, al variare dih € C.

[2] Nello spazio vettorial® 3, riferito alla base canonic& = (e, e, e3), Si consideri I'endomorfismdé dato da:

f(e1) = 2e1 — ey,
f(e2) = e1 + e3,
f(63) = —e; t+ey)—e3.

Trovare una base di kér.
[3] E data I'applicazione linearé : R* — R3, la cui matrice, rispetto alla base canoniea, °

1 011
A=(2 1 1 3.

110 2

Trovare una base di kére una base di irh.

[4] Siaf I'endomorfismo diR4, la cui matrice, rispetto alla base canoniea,

21 0 -1
01 0 1
A= 1 0 -1 O
21 0 O

Calcolare dimkef e dimimf.
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18 E. Abbena, G.M. Gianella — Esercizi di Geometria e Algebra Lineare Il

[5] In V3, si consideri un vettora& = (uz, Uz, Ug) # (0,0,0). Determinare il nucleo e 'immagine degli omomor-
fismi:

f1:V3— R, fi(x)=u-x,

f2 ZV3 —> V3, fz(X) =ulx.

[6] Siaf I'endomorfismo diR 2 che, rispetto alla base canoniesssociato alla matrice:

2 1 -1
A= 1 2 1 |, heR,

-1 1 h

trovato il valore dih per cui f noné suriettiva:

i) determinare infi;

ii) determinare per quali valori di € R il vettore (1, k? - k, k) € imf;
iii) trovare un vettore dR 3 privo di controimmagini;

iv) determinare kef;

v) verificare che kef Nimf = {o};

vi) esistono dei vettork € R® tali che f(x) = (3,2,-2)?

vii) Trovare i vettoriv € R® tali che f(v) = f(u), doveu = (1,2, -1).

[7] In R3, riferito alla base canonic® = (e1, e, e3), Si consideri 'endomorfismdé dato da:

f(e1) — f(e2) — f(es) = o,
2f(e1) — f(ex) = 3e1 + 2e5 — e3,
—f(e1) + f(e2) = 3e1 — e, + 2e3.

i) f einiettivo? f & suriettivo?

i) Trovare kerf e imf.

iii) Determinaret € R tale cheu = (t + 1, 2t,-1) € imf.

iv) Per il valore dit ottenuto, calcolare le componenti del vettargispetto alla base di irfh.
v) Trovare un vettorex non appartenente a ifm

vi) ker f e imf sono in somma diretta?

vii) Determinare le controimmagini del vettoge= (3,4, -1).

[8] In R3, riferito alla base canonic® = (e1, e, e3), Si consideri 'endomorfismdé dato da:
f(2e1 + e3) = 3e; + 6e, — 3es,

e]_+62—2€3€3€1—ez—263€kerf.

i) Trovare la matrice dif rispetto alla bases.
i) Trovare kerf, imf e le rispettive basi.
iii) Verificare che kerf Nimf = {o}.

[9] E dato I'endomorfismd di R3 la cui matrice, rispetto alla base canonicadi, &:

A=
8 4 a+3

4 2 2
4 a2+1 a+1 |, aeR.
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Capitolo 2 — Applicazioni lineari 19

i) Per quali valori dia f & iniettivo?

i) Per i restanti valori dia determinare kef e la sua dimensione.

iii) Postoa = —1, trovare le controimmagini del vetto(#, -2, 0).

Postoa=1:

iv) dire se esiste una baseR?P che contenga una base di Ker

v) kerf e imf sono in somma diretta?

vi) Esisteg € End(R®) tale che keg = imf e img = kerf?

vii) Per quali valori dih, k,| € R il vettore (h, k,|) ammette controimmagini?

[10] Data la matrice:

1 x 2
A=| 2 y -3 |, xVy,zteR,
-1 z t

associata ad un endomorfisniodi R3, rispetto alla base canonid = (e1, e, e3), & possibile completard
sapendo che:

f(e1 +ex+ e3) = 2(er + ),

kerf + {0}?

[11] InR* sono dati i vettorivy = (1,2,0,1), vo =(1,0,1,0), vz = (-1,0,0,-2).
i) Verificare chevy, vo, v3 sono linearmente indipendenti.
ii) Dire se esiste un endomorfisnfodi R* tale che:

f(v1) = vy,

f(v2) = 2vi + vy,

f(vs) = —va +v3,

f(Vj_ + vo + V3) = (2, 2, l, 1),
f(Vj_ + vo + V3) = (2, 6, 0, 1)

[12] InR* sono dati i vettoriug = (1,-2,0,4), u, = (-1,1,1,0), uz = (0,0,1,2).
i) Verificare cheuj, uy, uz sono linearmente indipendenti e trovare una base che li contiene.
ii) Dire se esiste un’applicazione lineafenon nulla diR* in R? tale che:

f(u1) = o, f(up) = o, f(uz) = o.

A=

ko

1
0
2

[13] Sono assegnati I'endomorfisnfodi R2 individuato, rispetto alla base canoni® = (e1, e, e3), dalla
edivettoriu = (1,-2,k), v=(1,0,2), w = (0,1, 0).

matrice:
2
1
5
i) Provare che per nessun valorekde R u € kerf .
ii) Determinare per quali valori dk i vettori u, v, w formano una base di R 3.
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iii) Postok = 1, determinare le componenti dei vettori della b&sdspetto alla bas€.

iv) Postok = 0 e considerati i sottospazi vettorialiid{ = L(u,v,w) e V = L(f(ey), f(e2),es), trovare
un’isomorfismog : U — V.

V) Scrivere la matrice associatayaispetto alla basé.

[14] Siaf 'endomorfismo diR? definito da:

f(X,V,2 = (2X+ 2y,X+ 2, X+ 3y — 22).

i) Dire se f e suriettivo. In caso negativo, determinare un vettore privo di controimmagine.
i) Dire se f & iniettivo. In caso negativo, determinare due vettori che abbiano la stessa immagine.
iii) Sia & = L(a,b), dovea = (1,0,1), b = (0,1,1). Dire se il vettorew = (4, 3,-2) appartiene &(E).

[15] Siaf : R* — R l'applicazione lineare la cui matrice, rispetto alle basi canoniehe,

3
12 % o0
A=t -t 0 0 |, teR.
11 1 -1

i) Calcolare keif e imf al variare dit € R.

i) Postot = 0, esistek € R tale che il vettorgk + 3,k, 1,2k) € kerf ?
iii) Determinare una base @* contenente una base di Ker

iv) Determinare le controimmagini del vettogg, 0, —1).

[16] InR* sono dati i vettora = (1,0,1,2), b=(2,3,2,1), c = (1,3,1,-1), d = (1,-3,1,5).
i) Trovare una base per il sottospazio vettorigle L(a,b,c,d).
ii) Scrivere la matrice, rispetto alla base canori®a (e1, e;, €3, e4) di R*, dell’'endomorfismof di R* tale che:

f(e1) = a, f(ep) = b, f(e3) =c, f(a) = 2a.

[17] In R3, rispetto alla base canonidd, sono dati i vettorivy = (1,2,0), v, = (1,0,1), va = (-1,0,-2).
i) Verificare che tali vettori sono linearmente indipendenti e formano una®aseR 3.
ii) Scrivere la matrice, rispetto alla bage del’endomorfismof di R 3 tale che:

f(vi) = vi+ vy,

f(v2) = 2v1 — vy,
f(V3) = —-V2 + V3.

iii) Scrivere la matrice dif rispetto alla bases.

[18] Siaf I'applicazione lineare dR 2 in R%? cog'definita:

y-z 22)

f(x,y,z)=( —y
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i) Trovare una base di ifn
i) Dire se f & iniettiva.
iii) Trovare i vettoriv di R® tali che f(v) = 3f(1,2,1).

iv) Dire se la matrice( é i ) ammette controimmagine.

[19] In R*, rispetto alla base canoni@= (e1, e, €3, e4), Si consideri il sottospazid’ = L(u, v, w), dove:

u=2011),v=(0,131, w=(0101).

i) Provare cheC = (u, v, w) € una base diV.
ii) Trovare una base dk# contenente.
Sia f I'applicazione lineare diV in R* tale che:

f(u) = u+ 2w,
f(v) = e1 + 2e, + Tez + 3ey,
f(w) = —v.

i) Scrivere MC3(f).
iv) Lapplicazione linearef ¢ iniettiva?

[20] Siaf : R® — R?? 'applicazione lineare coslefinita:

f(a,b,c)z( a a+b)_

a+b+c 0

i) Scrivere la matrice associata &drispetto alle basi canoniche #i° e diR?2.
if) Determinare inf.

[21] Si consideri l'applicazione lineark: R® — R3 cog'definita:

f (X1, X2, X3, X4, X5) = (X1 + X3, 2X1 + X2 — Xa + X5, 32 — X3 + Xg + 2Xs).

i) Trovare kerf e dire sef & suriettiva.

i) Dato vV = L(u,v,w),doveu = (1,-1,0,0,0), v=(0,1,0,1,1), w = (0,0, 3,0,0), determinare la dimensione
dell'immagine diV.

iii) Verificare che,Ya € R® e Vs, t e R, il vettoreb = a + s(-1,-3,1,0,5) + t(0, -3, 0, 1, 4) & controimmagine di
f(a).

[22] i) Dire se la funzione che ad ogni matriceRIF® associa il suo determinangéeun’applicazione lineare di
R33in R.

ii) Dire se la funzione dR33 in R che ad ogni matrice associa la sua traecian’applicazione lineare. In caso
positivo, stabilire s suriettiva e determinare il suo nucleo.
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[23] Si consideri 'endomorfismé di R>? associato alla matrice:

10 h 0
01 0 h
A=l'3 0 h-2 o [ heR
03 0 h-2

i) Determinare una base per Kee una base per ify al variare dih in R.
i) Postoh = -1, determinare una base di autovettori per ciascun autospazio e stabilite semplice.
i) Postoh = -1, trovare una base pér'(g), doveg ¢ il sottospazio vettoriale definito da:

X1 X
= 14X + X0 — X3 =3X2 — 33 —4x4 = 0.
G {(Xs X4) 1+ X — X3 > — 3X3 — 4X4 }

[24] Data la funzione:
f-R22 _, R22

cog definita:
f X1 Xo _ X1+ 17X2 + 10)(3 + 9X4 X2
X3 Xa | 11X, + 8X3 + 6X4 —13X, — 8x3 —6%4 |’

i) si verifichi che f & un’applicazione lineare e si determini la matrie@ssociata ad .
i) Si determini una base di kdre una base di irh.

iii) Si determinino f (H), dove:
Wz{( 2 Z )/4x1+2x3—x4=0},

_J[ X X = Ya =
‘K—{( X X4)/x1+x4_x3_0}.

iv) Si calcolino gli autovalori dif e una base per ciascun autospazio.

v) f e semplice? Se la rispostaaffermativa, si scriva una matrice diagonAlea cui f & associata e si determini
la matriceB di un cambiamento di base tale cAé= B1AB.

e f~1(%), dove:

[25] SiaV il sottoinsieme diR?? formato dalle matrici aventi traccia nulla.
i) Verificare che®V & un sottospazio vettoriale 822 e cheB = (Aq, Ay, A3), dove:

0 1 00 1 0

€ una base d'.
i) Trovare, rispetto alla basg, la matrice del’endomorfismd di <V tale che:

-h-1 1
f(A1+A2):( 2+h h+1 )

)

3-h -2
f(Aj_—A2+A3)=(h 3 h—3)

w O
o P

f(2A2 + Ag) =(
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iii) Stabilire per quali valoridih e R f &, rispettivamente:
a) un isomorfismo,
b) diagonalizzabile.

[26] i) Si provi che esiste un unico endomorfisthali S(R %?) tale che:

(8 2)-(% %)
(8 5)-(57)

i) Determinare, per ogni valore di € R, una base per gli autospazi tlie stabilire per qualivaloridhe R f &
diagonalizzabile.

i)y Posto h = 0, trovare una base per il sottospazio vettoriifé(g), dove:

g:{( X% )eS([RZ'Z)/x1+x2—x3=2x2+x3=0}.
X2 X3

[27] i) SiaV uno spazio vettoriale reale di dimensione 3, riferito ad una lse (v 1, v2, v3); si determini la
matrice associata all’applicazione linedreV — V tale che:

kerf = £((0,1,-1)),
f(3,1,-1)=(9,0,0), f(,1,1)=(3,24.

ii) f & semplice?

[28] Si considerino le matrici associate, rispetto alla base canonica, alle applicazioni fineRt — R2 tali
che:

kerf = {(x1, X2, X3) € R3/ X1 + X2 + X3 = O},

f(H) 2 H doveH = {(X1, X2, X3) € R3/x3 = O}.

Determinare quali tra queste matrici sono diagonalizzabili, quindi individuare una base di autovétdri di

[29] In V3 e data la funziond : V3 — V3, cog definita:

fx)=iAx+2jAx -k Ax.

i) Provare chef ¢ lineare.
i) Determinare una base per ke una base per ifn
iii)y f &semplice?
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[30] In V3 e data la funziond : V3 — V3, cog definita:

fxX)=0+j)Ax+2(G -x)i-(k-x)j.

i) Provare chef & lineare.
i) Determinare una base per ke una base per ifn
iii) f &semplice?

[31] Si considerino gli spazi vettoriaR?, R2, R* riferiti alle rispettive basi canonich®, 8’, 8”. Date le
applicazioni lineari:

- 1 -1 2

. R3 2 ~ M8 B £y —

fiR®—R%, A=MZf(H=| > 2|

B g -3 -4 3 0
. R4 2 — \MB8’.8 —

determinare, se esiste, un’applicazione lindar® * — R® tale chef oh = g.

[32] Si considerino gli spazi vettoriaR?, R3, R* riferiti alle rispettive basi canonich®, 8’, 8”. Date le
applicazioni lineari:

1 0
f:RZ—R3 A=MEF(fH)=| -1 2 |,
0 1

1 2 -1 0
g:R* —-R3 B=M®¥F@=| -1 -8 11 0|,
0 -3 5 0

determinare, se esiste, un’applicazione lingar® * — R? tale chef oh = g.

[33] Si considerila funzione:

f : R?*? > R??, f(A) = % A+ N, AeR?*2.

i) Verificare chef e un’applicazione lineare.
ii) Scrivere la matrice associata ddrispetto alla base canonicaRP?2.
iii) Determinare una base per kefre una base per ifn

iv) f & semplice? In caso affermativo, determinare una baBe*didi autovettori e la matrice a cui & associata,
rispetto a tale base.

[34] Verificare che le seguenti matrici:

(2 14 -7
A=[0 -2 2
0 6 5

sono associate allo stesso endomorfiSmdR3 — R3. SeA é riferita alla base canonica &%, determinare la
base a cue Tiferita la matriceA’.
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[35] Siconsideri I'applicazione lineare: R* — R* tale che:
a) I'autospazio relativo all'autovalore&: °

H = {(X1, X2, X3, Xa)/ X1 = X2 — X3 — 2%4 = O}.

b) L'autospazio relativo all'autovalorel é:

T = {(X1, X2, X3, Xa)[ X1 — 2%2 = X2 + X3 = X4 = O}.

¢) Il nucleoe dato da:
kerf = {(X1, X2, X3, Xa)/ X2 = X3 = X4 = O}.

i)) Determinare la matricé associata ad , rispetto alla base canonicaRi*.

i) f & semplice? In caso affermativo, scrivere una matrice diagohakimile ad A e una matriceB tale che
A =B !AB.

[36] InV3 sono datiivettora =i+ 2j,b=j+k,c=i+j+k.
i) Determinare la matrice associata (rispetto alla b8se (i, j, k)) all'applicazione lineard : V3 - V3 tale che:

f@)=iAa+jAb, f(b)=2a-b)b, f(c)=o.

ii) Determinare una base e la dimensione di kerdi imf.

i)y Determinare una base e la dimensionefdiH) dove H = L(i +j,i—j) e di f 1K), doveX = L(i - k).

iv) f & semplice?

V) Si scelga un autovalore di e si determini un sottospazio supplementare dell'autospazio ad esso relativo.

[37] Si consideri 'applicazione lineare: R%? — R?? cog'definita:

(223 D)
(32272 2)(2 %) v

i) Scrivere la matrice associata &drispetto alla base canonica®i?.

i) Al variare di h € R, determinare una base e la dimensione difkeruna base e la dimensione difim
iii) Per quali valori dih esistef ~*? Determinare, in questi casi, la matrice associatadd

iv) Per quali valori dih f & semplice?

[38] Determinare, se esiste, un’opportuna applicazione lingsae che:

gof:h

dove f : R* — RS2 & cos definita:
Ix’l =X+ Xp+ X3+ Xa
Xo = Xp—Xz+3X
{><§ =2X1 + 26 — X3 — X4

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



26 E. Abbena, G.M. Gianella — Esercizi di Geometria e Algebra Lineare Il

e h:R* — R2 & definita da:
X1 =X+ 2% — 3X3
Xo = X1+ X+ X3 — 2Xq.

[39] Si considerila matrice:
(

~|

Determinare esplicitamente una matrisec C>° simile adA. Si giustifichi la risposta.

0 0)
i 0 |ec®s.
0 i

OO w

[40] i) Determinare un’applicazione lineafe: R® — R* tale che:

imf = £((1,2,0,-4),(2,0,-1,-3)).

ii) Determinare un’applicazione lineafe: R — R* tale che:
kerf = £((1,0,1)).
i) Determinare tutte le applicazioni lineafi: R* — R?3 iniettive.
[41] Siconsiderila matrice:
11 2

4 1 -1
C=|2 5 -2 |eR®:.

i) Determinare il suo polinomio caratteristico.
ii) Calcolare gli autovalori del’'endomorfismb: R® — R2 associato &.
iii) La matrice C & diagonalizzabile? Se,si determini una matric® tale cheP~'CP sia una matrice diagonale.

[42] Sia:

X X
T:{( 01 Xi )e[Rz'z, xl,xz,x3e[R}

il sottospazio vettoriale dR>? delle matrici triangolari superiori. Si consideri 'endomorfistho 7 — 7 tale
che:
f 1 2) (-8 -10
0o -1) {0 -10)

(8 3)-(7 %)

i) f &ben definito?
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i) Scrivere la matriceA associata ad rispetto alla base canonicai.
iii) Determinare una base e la dimensione di ker di imf .

iv) Dato H = {( )8 Z ) e TI%x + 3% = 0}, determinare una base e la dimensioné(di) e di f ~1(H).

v) f & semplice?

vi) In caso affermativo si scriva una matriéé diagonale simile ad\ e la base d7™ a cuiA’ e riferita.

[43] Siaf : R® — R3 I'endomorfismo associato alla matrice:

(1 2 1)
A= 0 1 3]
2 55

Si determinino una base e la dimensiond @H) e di f ~X(H) doveH = £((1,0,1),(-1,0, 1)).

[44] Scrivere tutte le applicazioni lineafi: R® — R3 tali che:
ii) im f = £((0,0,1)).

[45] Siaf : V3 — V3 la funzione cosdefinita:

fx)=aAx+(b-a)(bAXx), xe&Vs

dovea=i-j+k, b=i+k.

i) Verificare chef e un’applicazione lineare.

i) Scrivere la matrice associata ddrispetto alla bas& = (i, j, k).

iii) Determinare una base per kefe una base per ifn

iv) Determinaref (‘W) dove'W = {x € Va/x-a =0} e f1(U) dovel = {x € Va/x A b = o}.

v) Verificare cheC = (i+j,1—j+k, 2k) € una base dV3 e scrivere la matricéd’ associata ad rispetto alla base
C.

vi) f & semplice?

[46] In uno spazio vettoriale’ di dimensione 2, rispetto alla bage= (v 1,v>), si considerino gli endomorfismi
f e g individuati dalle matrici:

B8 1 2 B8 3 1
A=M (f)_(l 0)' B=M (g)—(_l 1).

i) Si determinino le componenti del vettogéc g)(v1 + va).
i) Si scrivano le componenti dei vettaxi di V tali che:

f(x) = 9x)

e dei vettoriy di V tali che:
(feg)(y) = (g F)(¥).
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[47] Sia data I'applicazione lineare: R® — R® cog'definita:

f(xlyyz)z(X+y12y_212X_4y+3Z)1 (X!ylZ)E[Rs'

Determinare un’applicazione lineage R® — R? tale che inf = img e kerf N kerg = {o}.

[48] i) Lapplicazione linearef : R® — R® associata alla matrice:

1 1 0O
A=l -1 1 O
2 -1 -3

e semplice?
ii) Se si considera, invecé come elemento di:33, A & diagonalizzabile? Se la rispostaffermativa, determinare
una base di autovettori di®.

[49] Siaf : R® — R l'applicazione lineare associata alla matrice:

1 0 0
A=| -14 8 2
42 -21 -5

i) Si provi che f & semplice, si determini una base di autovettoiRdie la matrice associata adrispetto a tale
base.

ii) Si determini almeno un sottospazi®’ di R3, di dimensione 2, tale ch& W) > W.

[50] InR?? si considerila funzione:

f:R*? >R?*» | f(A =" AecR?*

i) Verificare chef e un’applicazione lineare.
i) Scrivere la matrice associata ddrispetto alla base canonicaR?.
iii) f & invertibile? In caso positivo, determinare una matrice associitd a

iv) f & semplice? In caso positivo, scrivere una matrice diagonale similecadieterminare una base rispetto alla
quale tale matrice data.

[51] Si consideri I'endomorfismo:

f : R22 — R22 Ai— A-2", AcR??

i) Trovare una base per i sottospdziW) e f 2(W), dove'W = { A e R??/ tr(A) = 0}.

ii) Stabilire se f & semplice. In caso affermativo, trovare una basB 8 formata da autovettori e scrivere la
matrice dif rispetto a tale base.
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[52] SianoS(R??) lo spazio vettoriale delle matrici simmetriche di ordine 2 a coefficienti reali e
B = (e1, €2, €3, €4) la base canonica t*. Si consideri I'applicazione lineare: R* — S(R??) tale che:

f(en =(§ g) f(e2) =(‘11 é)

f(ea) =(é (1)) f(ea) =(

Trovare, per ognk € R, una base sia per kérsia per inf .

B

1
k)' keR.

[53] Siaf I'endomorfismo diR? di matrice, rispetto alla base canonicaRfi,

1 0 2
-1 2 2 |.

i) Stabilire sef e semplice.
i) Trovare, se esiste, il valore @i € R in modo tale che il vettora = (2, h, 1) sia un autovettore di .

[54] i) Verificare che esiste un’unica applicazione lineéireR * — S(R??), tale che:

f(1,o,—1,0):(_21 :%) f(O,l,O,l):(g g)

f(o,o,o,1)=(_1l j) f(l,0,0,—l):(é g)

i) Trovare una base per kéred imf (precisare le basi scelte per scrivere la matricé )i
iy Determinare una base per il sottospazio vettoriaifé(‘W), dove:

W={( v )6R2'2/y1+2y3:yz+y3=0}.
Y2 Y3

[55] i) In V3, fissato il vettoren = i — j + k, verificare che la funzione:

f:Va—V; xt— f(X)=(u-x)u- 3x,

€ un endomorfismo d¥s.
i) Trovare una base per kére imf .

iii) Stabilire se f & semplice e, in caso affermativo, trovare una basésdfiormata da autovettori. Scrivere la
matrice dif rispetto a tale base, precisando la relativa matrice di passaggio.

[56] Si consideri 'endomorfismo:

f :R??2 — R??, Xi— f(X)=AX - XA,
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dove:

i) Determinare, per ogrih € R, una base di kefr.

i) Stabilire per quali valoridh € R f & semplice.

iii) Posto h = 3, trovare una base ® 22 formata da autovettori di .

iv) Postoh = 0, determinare una base per il sottospazio vettorialemiy/, dove:

w:{( XX )E[R2'2/2x1+x3=2x2—3x3+2x4:0}.
X3 Xa

[57] Siaf : R — R3 un’applicazione lineare la cui matrice, rispetto alle basi canoni&he, °

1 0 -1 2 3
A= 2 -1 0 1 2 |.
-3 1 1 -8 -5

i) Determinare una base per Kee imf.
i) Stabilire per quali valori dih € R il vettore (=2, h, h?) appartiene a irfi.
iii) Rappresentare mediante equazioni il sottospazio vettofigié’) dove:

W = {(X1, %2, X3, X1, X5) € R?/X1 — X3 = 2X1 — X + X4 — X5 = O}.

[58] In V3 siconsiderinoi vettora = (1,-1,0) e b = (0,1,1). Sia f : V3 — V3 la funzione cosdefinita:
x-alAb

f(X)zx_(ua/\buz

)a/\b, X € Vs.

i) Provare chef & un’applicazione lineare e precisare il suo significato geometrico.
i) Scrivere la matrice associata ddrispetto alla basé& = (i, j, k).

iii) Dopo aver verificato cheB’” = (a,b,a A b) € una base dV3, scrivere la matrice associata &drispetto alla
base#s’.

iv) Determinare kef e imf. Stabilire sef & semplice e, in caso affermativo, trovare una basésdiormata da
autovettori dif . (Questo punto non richiede calcoli se le risposte vengono adeguatamente giustificate).

[59] Si consideri 'endomorfismé di S(R??) tale che:
(1 0Y_(10) (0 1)_(02
0O 0/J7\0 h ) 10/ \2 1)
(1 0)_(1+h O
0 1] 0 1+h )’

i) Stabilire per quali valoridh e R, f & semplice.
if) Postoh = 1, trovare una base per il sottospazio vettorigf@y), dove:

W:{( ‘g‘ S)ES([RZ'Z)/a—b+c=O}.
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[60] Siconsideri il seguente endomorfismdrf?:

f:R?*2 — R??, X+— B'XB, dove B:( ﬁ _Ol )

i) Trovare per quali valoridh € R f & un isomorfismo.
i) Stabilire per quali valoridh € R f & semplice.
iii) Postoh = 1, trovare una base ®2? formata da autovettori di .

[61] Siaf I'endomorfismo diR® che verifica le seguenti condizioni:
a) kerf = {(X1, X0, X3) € R3/Xq + X3 = Xo + X3 = O};
b) f((1,0,1)) = (1,2,-3);
¢) (1,-1,0) e un autovettore df relativo all'autovalore-1.
i) Trovare la matrice dif rispetto alla base canonicaRP®.
i) Stabilire sef & semplice e, in caso positivo, trovare una badR Hformata da autovettori.

[62] Siconsideri il seguente endomorfismdrf?:

f :R?* — R??, X — XB, doveB = ( "hl _26 )

i) Determinare kef e imf, per ogni valore dh € R.
if) Scelto I'unico valore dih per cui f none un isomorfismo, stabilire sk & semplice.
iii) Trovare una base pef(‘W), dove:

W = {X e R¥* X = -X},

(usare il valore dh determinato nel punto ii).

[63] Siconsiderino le seguenti matrici ad elementi reali:

2 00 1 0 O
0 10|, B=| 1 2 O0f.

-1 0 1 -1 -1 1

A=

i) Stabilire se tali matrici sono diagonalizzabili. In ciascun caso affermativo, determinare una matrice diagonale
simile alla data, precisando la relativa matrice di passaggio.

ii) Dire se A e B sono matrici associate ad uno stesso endomorfismaR® — R3, rispetto a basi diverse
(giustificare la risposta).

[64] i) Provare che esiste un’unico endomorfisinoR * — R3 tale che:

f(2,1,0)=(h,2,0), f(1,0,-1)=(0,1,-h), f(1,0,1) =(0,1,h).

i) Stabilire per quali valori dih € R 'endomorfismof & semplice.
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[65] Negli spazi vettorialR® e R* si considerino, rispettivamente, i vettori:

u = (l, 3, 2), up = (—l, 1, 1), uz = (l, O, 2),
v1=(1,0,1,0), v2.=(-110,2, v3=(1,210), v4=(201,2).

i) Verificare, giustificando la risposta, che le condizioni:

flu)=vi-v3 fuw)=vo+vy f(uz)=vr—vy

permettono di definire un’unica applicazione linedreR 3 — R*.
ii) Determinare kerf e imf e stabilire sef & un monomorfismo o un epimorfismo.
i) Trovare una base per ifnN W, dove:

W = {(X1, X2, X3, Xa) € R X1 + Xo — 2X3 = Xq = O}.

[66] Dato I'endomorfismo:
f:R?? — R??

tale chef(A) = A, AeR3?2:
i) scrivere la matrice associata ddispetto alla base canonicaR??;
i) determinare kef e imf;

iii) determinaref(S) e f(A), dove S e il sottospazio vettoriale delle matrici simmetricheAee il sottospazio
vettoriale delle matrici antisimmetriche;

iv) determinare gli autospazi di;
v) f & semplice? (Giustificare la risposta).

[67] Siconsiderila funziond : R® — RS2 tale che:

£(0,1,2) = (8,-2 + 2k, 16)
£(2,0,-1) = (-1, -2~ k, -2
f(1,3,-1) = (4,7 -k, 8).

i) Al variare del parametrd in campo reale, verificare che le relazioni precedenti definiscono un’applicazione
lineare.

i) Per ogni valore dik € R, calcolare la dimensione e una base dikerdi imf.

i) Posto k = —3, verificare chef & semplice, scrivere una matrice diagonale ad essa associata e unalRdse di
rispetto alla quale questa matrie@lata.

[68] In R?? si considerino i sottoinsiemi:

SZ{( i; ;(j )E[RZ’Z/XZZXg}

_ X1 X2 2,2 _
{2 )emi ax-o)

delle matrici simmetriche, e:
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delle matrici a traccia nulla.

i) Si dimostri cheS e 7~ sono sottospazi vettoriali d® >, si determinino le loro dimensioni e una base per
ciascuno.

i) Data I'applicazione lineare:
f:8§—7T

cog definita:
f Xp X2 | [ —2X—2X3 2X1 + 4% + 2X3
X2 X3 - —2X1 — 2% 2% + 2X3 !

calcolare la dimensioni e una base sia di kaia di imf .

iii) Determinaref (H) dove:
‘Hz{( % )eS/x1+x2+x3=0}

X2 X3
e f~1(%) dove:
‘Kz{(;(g _X)i,l)e(i'/x’l+3xg=0}.

iv) Detta A la matrice associata firispetto ad una base @ e ad una base di", si stabilisca sé\ & diagonalizz-
abile e, in caso affermativo, si determini una matrice diagoAalsimile adA.

[69] Considerata I'applicazione lineare:
f:R® > R*

tale che:
F(X1, X2, X3) = (X1 + X2, 2X1 + X2 + X3, X1 + X3, X2 — X3),

si determinif ~1(H), doveH & il sottospazio vettoriale &4 dato da:

H = {(Y1,Y2, Y3, Ya) € RYy1 +y, = 0}.

[70] i) Stabilire per quali valori del parametioe R I'endomorfismo:

f:R®— RS®

definito da:
f(x,y,2 = (-2hx -y + hz,x+ z hz)

e semplice.
i) Ripetere lo stesso esercizio considerando:
f.c®— 3

con la stessa definizione precedente maltenC.
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[71] Nello spazio vettorial®*, rispetto alla base canonica, sono dati i vetioe: (1,0,-1,1), v = (0,0, 2, -1)
ew=(2,04,-1).

i) Provare cheL(u,v) = L(v,w).

i) Stabilire se esiste un endomorfismoRit tale cheu e v sono autovettori di autovalore 2ve & autovettore di
autovalore 3. Giustificare la risposta.

iii) Si consideri I'applicazione linearé : R — R* tale che:

f (X1, X2, X3, Xa) = (X1 + X2)u + (2X3 — Xa) V.

Scrivere la matrice associata &dispetto alla base canonicaRi* e determinare la dimensione del nucleddi

[72] Siaf : R® — R* I'applicazione lineare di equazioni:

X1 = X1+ X2+ X3

Xo = X2 + X3

X3 = 2X1 + Xo + X3
U X4 = X1 + 2% + 2Xa.

i) Determinare la dimensione e una base sia difksia di imf .
i) Determinare la dimensione e una basef @H) dove:

H = {(Xj_,Xz,Xg) S [R3/X1 + 2X2 = 0}

iii)y Determinare la dimensione e una basefdt (%), dove:

K = {(Xq, X2, X3, X4) € R/ xq + 2% = O},

[73] Siaf : R® — R?3 I'applicazione lineare coslefinita:

f(X,y,2 = (=X + Y+ 6z -y, 22).

i) f &invertibile? In caso affermativo determinare le equaziorfi dh.
ii) Calcolare dimensioni e basi dei sottospazi vettorfaiH) e f ~1(7H), dove:

H={(xY,2 eR3¥x+y=0)}.

iii) f &semplice? Giustificare accuratamente la risposta.

[74] Siaf : R? — R® l'omomorfismo costefinito:

f(x,y) = (ax+y,x+ay,x-y), acR.

i) Scrivere la matrice rappresentativafdrispetto alle basi canoniche &i? e di R3.
i) Per quali valori dia, f & un monomorfismo?
iii) Postoa = -1, determinare kef e imf.
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[75] Calcolare gli autovalori della matrice:

0 2+i O
A= 2-i 0 1
0 1 0

Stabilire seA & diagonalizzabile e, in caso affermativo, determinare una base di autovettori.

[76] Siaf I'endomorfismo diR® associato, rispetto alla base canonic®dj alla matrice:

3 2 1
A=| -3 -2 h+1 |, heR.
6 4 2

i) Determinare kef e imf, al variare dihe R.
i) Trovare il valore dih per il quale la matricé\ ha un autovalore uguale a 3.

iii) Postoh = -2, provare chén € diagonalizzabile, trovare una matrice diagorale il cambiamento di base che
la realizza.

[77] Data I'applicazione linearé : R® — R? definita, relativamente alla base canonic®di dalla matrice:
0 h h

A=l 1 h-h 1 |, heR,
h-1 0 h-1

i) trovare il valore dih per cui kerf abbia dimensione 2 e determinarne una base;
i) postoh = 1, determinare autovalori e autovettoritdi
i) f &semplice?

[78] Siaf : R® — R3 I'endomorfismo di equazioni:

i) Determinare una base e la dimensione sia difkeia di imf .
ii) Determinare una base e la dimensiond 0H) e di f ~1(7H), dove:

H = {(Xq, X2, X3) € R3/2X; — X = 0.
iii) Dire se f & semplice, giustificando la risposta e, in caso affermativo, individuare una base di autov@tbri di
[79] Siaf : R® — R? la funzione cosdefinita:
flex—e3) =ex—e3

flet—ex+e3z)=o0
f(-e1—ez) =e1+ey,
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con B = (e, ey, €3) base canonica dk3.

i) Analizzando le relazioni precedenti dire, giustificando le rispostd, seg definita sia un’applicazione lineare
e, in caso positivo, sé sia diagonalizzabile.

ii) Determinare la matrice associata adispetto alla base canoniddi R 3.
i) Calcolare basi e dimensioni di kére di imf .
iv) Determinare analiticamente gli autovalori e gli autovettorf di

[80] Si considerila funzione:
f: Ry[X] — Ry[X]

tale che:
f(ag + aX + axX?) = (—2ag — 9a; + 3ap) + (A + 4a; — a)X + (3 + 3a7)X°.

i) Si verifichi che f & un’applicazione lineare.

i) Si determini una base di kdre una base di irh.

iii) Si descriva f(H), doveH € il sottospazio dei polinomi dR,[x] con radice 2.
iv) Si determinino gli autovalori df e una base per ciascun autospazio.

v) f & semplice? In caso affermativo, si scriva una matrice diagonale & eéuassociata e la base rispetto alla
quale tale matrice data.

[81] Si consideri 'omomorfismo:
f : R*? — R3[X]

tale che:

A=( i 3 )'—> f(A)=2a-b—-d—(38b+2c—d)x+ (4a+ 7b+ 6¢— 5d)x? + (3a+ ¢ — 2d)x°.

i) Trovare una base per kére una base per ifn
ii) La matrice associata afl, rispetto alle basi canoniche ®i%? di R3[x] & diagonalizzabile?
iii) Verificare che:

G = {p(x) € R3[x]/ p(x) € divisibile perg(x) = x}

& un sottospazio vettoriale &i3[x] e determinare una base per'(G).

[82] i) Scrivere la matrice, rispetto alla base canonica, del’endomorfisiidR 3[x] sapendo che:
FL+x=x) =x+X =%, fR+x)=h+3x-hx?, heR;
p(x) = x° & un autovettore di;
fx=x3) e F, doveF ={q(X) = as + axX + azx? + aux® € R3[x]/az + 4a4 = O};

-2+ x3 e kerf.

i) Trovare, per ogni valore di € R, una base per kdre una base per ifn
iii) Stabilire per quali valori del parametioe R I'endomorfismof & diagonalizzabile.
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[83] Siaf : Ri[x] — R3[x] tale che:

f(a+bx)=a+(a+bx+@-2bx?>, abeR,

i) f &un’applicazione lineare?

i) Scrivere la matriceA associata ad rispetto alle basi canoniche Ri;[x] e Ro[X].

iii) Determinare, se esiste, un’applicazione linegreR ,[x] — R1[x] tale chef o g = 3i, dovei € l'identita di
R2[X].

[84] Siaf : Ry[x] — R1[x] tale che:

fa+bx+c®) =a+b+c+(2a-3b)x, ab,ceR,

i) f &un’applicazione lineare?

i) Scrivere la matriceA associata ad rispetto alle basi canoniche Ri[x] e R1[X].

iii) Determinare, se esiste, un’applicazione linegreR ;1[X] — R3[x] tale chef o g = 4i, dovei € l'identita di
R1[X].

[85] Sia:

1 1+ =i
A=| —2—-i 0 0 |ecC®,

2 0 1

determinare la matricB = A+ 'A, doveA & la matrice ottenuta da considerando i complessi coniugati dei suoi
elementi. Verificare ch8 & diagonalizzabile.

[86] Si consideri 'endomorfismé di R ;[x] cog definito:

f(2+ 3x— 4x3) = 2 — 4x + 3kx?,
f(1-2x+3x%) = 1+ 3x— 2kx?,
f(5-4x+x%) =5+x-4ké, keR.

i) Scrivere la matricéA, associata ad rispetto alla base canoni@= (1, x, x?).
i) Determinare inf e kerf, al variare del parametrdoin campo reale.

iii) Stabilire per quali valori dik f & invertibile e, in questi casi, scrivere la matrice associata’a rispetto alla
bases.

iv) Determinare, al variare di, una base e la dimensione tii#), dove:

H = {p(X) € Ra[X] / p(X) = x(@p + ax), ap, a1 € R}

e di f~1(%), dove:
K ={p(X¥) € R2[X]/ p(t) = ap(X - 2)(x - 3), ap € R}.

v) Per quali valori dik esiste un endomorfismg di R,[x] tale chego f = 3i, (i indica l'identita in R[x])?
Determinare, quand® possibile, la matrice associat@arispetto alla basé.

vi) Per quali valori dik f & semplice? In questi casi, scrivere una matrice diagohalassociata ad e la base
rispetto alla quale questa matrie@lata.
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[87] Sideterminino il nucleo e 'immagine dell'applicazione lineare:

f : Rg[x] — R??

tale che:
4 12

f(3+x+x2)=(3 5 ) f(x+x2+x3)=(§ _61),
8
0

5 =15

f(—2—2x2+x3)=( :5 0

), f(4—2x+x3) =

—

Verificare, inoltre, chef € ben definita.

[88] Si consideri I'operatore di derivazione:

d: Rs[X] — Rs[X]

che associa ad ogni polinomio la sua derivata prima.

i) Giustificare ched € un endomorfismo dR 5[x].

if) Determinare tutti gli autovalori dd e i relativi autospazi.

iii) Decidere sed & semplice e, in caso affermativo, scrivere una matrice diagonale ad esso associata.

[89] InR3[X], si consideri il sottospazio vettoriale:

Wi = LA+ XX+ X).

i) Determinare un sottospazi/’, tale che:

Wi & W, =Rs|X].

i) E’ noto che ogni polinomiop(x) € R 3[x] Si pw scrivere in modo unico come:

PX) = p1(X¥) + P2(X),  P1(X) € Wy, pax) € Wo.

Data la funzione:
f:R3[X] — Ra[X], pX) +— pi(X) — p2(X),

verificare chef e un’applicazione lineare.

iii) Determinare la matricé\ associata ad rispetto alla base canoni@= (1, x, x2, x%) di R3[Xx].
iv) Determinare kef e imf.

v) Calcolaref (‘W) e f=1(Wy).

vi) f & semplice?

[90] Si consideriI'applicazione lineare:
f: Ro[X] — R3[X]
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cog definita:
f(ag + aX + agx®) = 2a; + (1221 + 8ay + 12a3)x + (8ay — 4a, — 6ag)x°.

i) Determinare kef e imf.
ii) Calcolare f(‘W) e f~1(‘W) doveW & il sottospazio vettoriale d »[x] dei polinomi aventi 3 come radice.
iiiy f e semplice? In caso affermativo, determinare una baBe ] che diagonalizzif .

[91] Data I'applicazione linearé : R,[x] — R3[x] tale che:

f(ag + auX + axxX®) = ag + 3ay + (321 — Ba)X + (—ag — 3a)X° + (289 + a1 + hap)x®, he R,

i) determinare, per ogrii € R, una base per kdre imf.
ii) Scelto h in modo tale che dimkefr = 1, trovare una base per i sottospazi vettorfgily’ ;) e f~1(‘W>), dove:

W1 = {p(X) = ag + a;x + axX? € R[x]/3ag + 4a; + a, = 0},
W, = {qX) € R3[x]/q(x) ha radice §.

[92] Si consideriI'applicazione lineare:
f : Ro[X] — R3[X]

cog definita:
f(ag + aX + agx®) = (A + ag) + (A1 + )X + (A4 + a)X® + (a1 + A + ax)XC.

i) Determinare kef e imf.

i) Individuare la dimensione e una basefdiH), doveH ¢ il sottospazio vettoriale dR [x] dei polinomi aventi
2 come radice.

iii) Individuare la dimensione e una basefdi*(%), doveX & il sottospazio vettoriale dt 3[x] dei polinomi aventi
3 come radice.

[93] Siaf : R?? — R3[x] I'applicazione lineare definita da:

a b _ 2
f(( c d ))_a+(b+c)x +dx,

i) trovare la matriceA associata ad rispetto alle basi canoniche %2 e di R3[x].
iii) Determinare basi e dimensioni di kére imf .

iv) f & semplice? In caso positivo, scrivere una matrice diagddalssociata ad e la matrice di passaggio da
aD.

[94] Per ciascuna delle seguenti coppie di matrici verificare che sono simultaneamente diagonalizzabili e deter-
minare le loro forme diagonali. Trovare, inoltre, una base comune di autovettori.

2 00 1 0O
)A=| 0 2 0], B=| -2 3 0}
-1 0 3 -2 0 3
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3 -2 2 -2 1 1
i)A=10 2 0|, B=f 0O 0 0 |
0 -1 1

66 190 68 30 9 32
iy A=| -4 13 4| B=| -2 8 2
53 148 55 25 75 27
1 0 2 0 2 0 8 0
. 24 1 48 6 _12 3 24 3|
MA=l 6 0 2 ol B=| 0 0 2 of
8 0 -16 -1 16 0 32 2
16 -16 4 16 9 12 -3 -12
0o 0 0 o0 3 3 1 3
VA=l 48 a8 -12 —ag8 | B=| 12 —12 4 1
o 0 0 o0 9 -12 3 12

[95] InR® determinare la base duale di ciascuna delle seguenti basi:
I) V1= (11 _11 3)1 V2 = (01 11 1)1 V3= (01 31 _l);

") Vi = (1! _21 3)! V2 = (1! _11 1)! V3= (2! _21 7)1
[96] Si considerino le due funzioni seguenti:

1 2
f1(p(x) = fo pxydx,  fa(p(x) = fo pxydx, px) € Ry[x].

i) Verificare che(fy, f) & una base dello spazio vettoriale duBlgx]*.
il) Determinare la base duale ¢, f,).

[97] Siconsiderino le tre funzioni seguenti:

1
fl(p(X))=f0 pdx, f2(p(x) = p'(1), f3(p(¥) = p(0), P(X) € Ra[X].

i) Verificare che(fy, f, f3) € una base dello spazio vettoriale duRIgx]*.
i) Determinare la base duale ¢y, f2, fs).

[98] In R si considerino le basi:

$1=(111),00,273),(1,0,3), B2=(431),(012),(10,1).

i) Determinare la matric® del cambiamento di base d& a B-.
i) Calcolare le basi dualBi e B5.
ii) Determinare la matric& del cambiamento di base d?1 a B5.
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[99] In (R?)* si consideri la forma lineard(x,y) = 3x —y. SiaF : R® — R? l'applicazione lineare associata

alla matrice:
1 1 0
A‘(o 1 1)’
determinare la funziont&(f).

[100] InR* si considerino i sottospazi vettoriali:

H = {(X1, X2, X3, Xa) € [R4/X1 + 2% + 3x3 = 0},
K=L@a=(1,120),b=(0,012),c=(335-2),d= (22 -1,-10)).

i) DeterminareH N K e H + K.
ii) Scrivere le equazioni di una forma lineafe R4 — R tale che keff = .
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Capitolo 3

Spazi vettoriali euclide ed hermitiani

In tutti gli esercizi di questo capitolo, salvo esplicita dichiarazione, si sono adottate notazioni standard, in partico-
lare si€ indicato con:

- R" lo spazio vettoriale euclideo delle-uple di numeri reali, di dimensione, dotato del prodotto scalare
standard, che rende ortonormale la base candnica (1,0,...,0),e, = (0,1,0,...,0),...,en =(0,0,...,1));

- C" lo spazio vettoriale hermitiano delie-uple di numeri complessi, di dimensione complessalotato del
prodotto scalare complesso standard, che rende unitaria la base cdranicd, 0, ...,0),e, = (0,1,0,...,0),...,

en=(0,0,...,2);

- V3 lo spazio vettoriale euclideo reale, di dimensione 3, dei vettori ordinari, riferito alla base ortonormale positiva
B = (i,j,k). In quest’ambito: ‘A”indica il prodotto vettoriale o esterno el prodotto scalare.

[1] i) Dato il sottospazio vettorialg = {(X1, X2, X3) € R®/ X, + X3 = Xo = 0} di R3, trovare una base p&ft e

verificare cheR3 = ¥ @ 7+.

ii) Se u & un generico vettore @ 3, si pongau = u; +u,, doveu; € ¥ euy € F+. Provare che I'endomorfismo:
f:R® — RS, u— f(w=u—u;, ueR®

& un’isometria diR 3.

iii) Trovare la matrice, rispetto alla base ortonormale canoniddidi f e stabilire sef & un’isometria diretta o
inversa.

[2] i) Trovare una base p&f +, sottospazio ortogonale a:

F={(X1, X2, Xs) € R®/ X —Xo + Xg = Xo + Xg = O}.

ii) Se u & un generico vettore ® 3, si pongau = u; +uy, doveu; € ¥ eu, € F*. Provare che 'endomorfismo:

f:R® — RS, ur— f(u) = —ug + up, ueR?®

& un'isometria diR 3 e scrivere la sua matrice rispetto alla base canoni®di
iii) Calcolare f~%(a) - f1(b) e lif(b)Il, dovea = (3,1,0) e b = (1,-1,1).
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[3] Nello spazio vettoriale euclideo ordinanG, € dato il piano vettoriale:

V=L(ai=i+j,ap=1—-j+k)

i) Si determini il complemento ortogonalg+ di V.

i) Si scrivano tutti i vettoriv di V3 tali che il volume del tetraedro generato da, ap, v sia 2. Linsieme dei
vettori v cog'individuato€ un sottospazio vettoriale §i;?

i) Dato il vettorea = i + j — k si calcolino le proiezioni ortogonali @i su<V e suV+.

[4] Siconsideri il sottospazio vettoriatel di C* cos'definito:

H = {(X1, X2, X3, Xa) € CHXq + iXo + X3 = 2X3 — iXa = Xq + X3 = O}.

Rispetto al prodotto hermitiano standardifi, si determini una base unitaria del complemento ortogopéledi
H.

[5] In V3, dati i vettori:
a=1i+j-k, b=i+j, c=j-k,

i) si verifichi cheC = (a, b, ¢) € una base dvs.

i) A partire daC, utilizzando il procedimento di ortogonalizzazione di Gram—Schmidt, si determini una base
ortonormaleC’ = (a’,b’, ¢’).

iii) Si consideri I'applicazionef : V3 — V3 cog definita:

f)=a’, fG=b", fk)=c

e si verifichi che si tratta di un’applicazione lineare.

iv) Si scriva la matriceA associata ad rispetto alla bas® = (i, j, k) e si verifichi cheA € O(3). Si giustifichi
teoricamente questo fatto.

[6] Siconsiderino i seguenti insiemi:
U={xYy,20eR3/x+y-22z=0, 2x-y—-2=0},

V={xy,2eR3/ —x+y—-z=0},
A={f eEnd([R3)/ f(,2,)eU, f3,1,2 U, f((1,1,2)e V),

dove U+ e V* sono i complementi ortogonali dif e di <V in R3.
i) Si verifichi che A & un sottospazio vettoriale &nd(R 3).
i) Si determini la dimensione d#.

[7] Nello spazio vettoriale euclideR* si verifichi che i due vettori:

aj; = (1! _21 11 3)1 az = (21 11 _31 1)

sono ortogonali. Si completi 'insiemia 1, a,} fino ad ottenere una base ortogonal®di.
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[8] Siconsiderila seguente matrice simmetrica:
1 4
A= ( 4 3 )

i) Osservare che gli autovalori @i non sono reali.

i) Questo risultatee’in contrasto con la teoria studiata per le matrici simmetriche? Giustificare bene la risposta
data.

[9] Dato:

(Wz{Xe[RZ’ZIAX=XA, doveA:( e 3 )}

sottospazio vettoriale dR??, determinare il suo complemento ortogonale (rispetto al prodotto scélahe =
tr(XY), X,Y € R%?).

[10] i) In C* si consideri il sottospazio vettoriale:

e se ne determini una base unitaria.

ii) Si individuino le equazioni che definiscono un sottospakicsupplementare diH in C# e il complemento
ortogonaleH* di H in C*.

[11] Nello spazio vettoriale euclideéR® sono dati i vettori:

V1 = (3, O, 4), Vo = (l, 2, 0), V3 = (2, —2, 4), Vg = (4, 2, 4)

esiaW = L(v1,vy, V3, Va).

i) Trovare una base ortonormatedi “W.

ii) Completares fino ad ottenere una base ortonormaledi R 3.

iii) Determinare la matrice del cambiamento di base dalla base canGrde® 2 alla baseD e viceversa.

[12] Dato il sottospazidH = £((1, -1, 3, 1)) dello spazio vettoriale euclideR*, trovare una base ortonormale
per il sottospazigH+.

[13] Data la matrice:

1 -2 4 1
2 -3 9 -1
A= 1 0 6 -5
2 -5 7 5

e indicati conR(A) e C(A) gli spazi vettoriali generati dalle righe e dalle colonneAdi rispettivamente, si
determinino:

i) base e dimensione R(A) N C(A) e di R(A) + C(A);
ii) il complemento ortogonale dX(A) in R#, rispetto al prodotto scalare standardRdi.
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[14] Datii seguenti sottospazi @i*:

U={XY,zt)eRY2X-y+t=z-t =0},
V={Xxy,zt) eRYXx+y=y—-z=x+t =0},

i) verificare che la somma di{ e di <V & diretta;
i) trovare una base ortonormale @i+ .

[15] Dato il sottoinsieme:
W={xY,2 eRYx-2y+z=2x-y—z= 0}

determinare una base ortonormaleiti & W+.

[16] i) In R®, i sottospazi:

A = {(X1, X2, X3, X4, X5) € R/ X1 + X = X3 = O},
B8=1,(12121),01111),(10-1,0,-1),(23,1,3,1)),

sono supplementari?

ii) Determinare le equazioni del complemento ortogonaleAdiispetto al prodotto scalare standardRi? e una
sua base ortonormale.

[17] Data la base:
B=(a=(,01),b=(011),c=(21,2)

di R, determinare una base ortonormale, a partirédaitilizzando il procedimento di ortonormalizzazione di
Gram-Schmidt.

[18] In V3 e dato il vettorev = i + j — k. Determinare una base ortonormale del piano vettoriale ortogonale a

[19] Nello spazio euclide®* sono dati i vettori:

V1= (1! 0! 1! _1)1 V2 = (11 _1! 0! O)l V3 = (0! 0! 1! 1)'

i) Verificare chevy, vo, v formano una bas8 di ‘W = L(v1,v2, vs).
i) Trovare una base ortonormale 4’ a partire dalla bass.

[20] Determinare una matrice ortogonale in modo tale che la sua prima riga sia data da:

(o V2 —V—E).

12 2
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Forme quadratiche

[1] SiaV uno spazio vettoriale euclideo di dimensione 3, riferito alla base ortonormale canonica

B = (e1, ez, e3). Detto F il piano vettoriale di equazione; — 2x; + X3 = 0, ((X1, X2, X3) Sono le componenti di un
generico vettorex di V, rispetto alla basé), si consideri 'endomorfism@ : V — V, proiezione ortogonale di
V su¥, cog'definito: seu = u; + up, doveu; € ¥ eu, € ¥+, allorap(u) = u;.

i) Verificare che la funzione:

Q:V—R, u— Q) =u-pw), VYueV,

€ una forma quadratica &4 e classificarla.
i) Trovare una base d¥ rispetto alla qual&) si scriva in forma canonica.

[2] SiaV uno spazio vettoriale reale di dimensione 3, riferito alla ise (v 1, vz, v3). Si consideri la forma
quadratica:

Q(X) = 2X1X2 + 2X1X3 + 2XoX3, X = X1V1 + XoV2 + Xgv3z € V.

ClassificareQ e trovare una base rispetto alla qu@lesi scrive in forma canonica.

[3] SiaV uno spazio vettoriale reale di dimensione 4, riferito alla #8se (v 1, v2, v3, v4). Si consideri la forma
quadratica s\ :

4
Q) = 28 + 2% + 26 + 28 - Xaxa + 26, x= Y Xvi €V,
i=1

i) Verificare cheQ & un prodotto scalare a1.
i) Trovare una base ortonormale, rispett@adi V.
iii) Dato il sottospazio vettoriale:

7"=Ix= xivieV/x1—2x2+x3=2x1+x2—x4=01,

4
i=1

determinare una base pgr-, sottospazio ortogonale 3@ rispetto aQ, e verificare ch&/ = F & F+.
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[4] Siconsiderila funzione:

¢ :R*?? xR?*? - R, (A,B) — tr(A'B), A,BeR??

dove tA) denota la traccia della matrice

i) Verificare chey & un prodotto scalare sRi%2.

ii) Dato il sottospazio vettorialé® = {A € R%?/ tr(A) = 0}, trovare una base pe&f*, complemento ortogonale,
rispetto ap, di F.

iii) Si consideri una base dt?? del tipo 8 = 8; U B,, doveB; & una base df e B, & una base df . Scrivere
I'espressione di rispetto alla basé.

[5] SiaV uno spazio vettoriale reale di dimensione 3, riferito alla l8se (v 1, v, v3).

i) Trovare la matrice, rispetto alla bag del prodotto scalare definito in modo opportuno sapendo ci8e =
(Vi + Vo + V3, V1 + Vo, —Vvy + v3) € una base ortonormale (rispettph

ii) Determinare una base pér+, complemento ortogonale (rispettogg del piano vettorialeF di equazione
X1+ X3 = 0.

iii) Calcolare la norma del vettore = v, + vy — v3 (rispetto ap).

[6] SiaV uno spazio vettoriale reale di dimensione 3, riferito alla b&se- (v1,vp,v3). Data la funzione
¢:VxV —R:
3

3
P(x,y) = 2(X1Y1 + XoY2 + X3Y3) — (X1y3 + X3Yy1), X = Z Xivi, y = ZYjVj ev,
i1 i-1

i) verificare che(V, ¢) € uno spazio vettoriale euclideo e trovarne una base ortonormale;
ii) stabilire se I'automorfismd : V — V di matrice, rispetto alla bas8,

0
MBE(f) =

|
Nl
Lt TS

1
10
0 0
e un’isometria diV, ¢);

iii) calcolarell f (a)ll e co$f@f\(b)), dovea=vi—-vo+2vizeb =-v; +vs3.

[7] SiaV uno spazio vettoriale reale di dimensione 3, riferito alla b&se- (vi,vp,v3). Data la funzione
¢:VxV —R:

3 3
P(x,y) = 3Xy1 + DYz + 3XaYs + X1Y3 + X3y1, X = Z Xivi, y = Zijj ev,
i=1 j=1

i) verificare che(V, ¢) € uno spazio vettoriale euclideo e trovarne una base ortonormale;
ii) stabilire se I'automorfismd : V — V di matrice, rispetto alla bas8:

1 0 1
MPE(f)=| -1 0 1 |,
0 1 -1

e un’isometria diV, ¢) e calcolare cc(s‘m)), dovea=3vi+2vy-v3zeb=v;—v3.
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[8] Sia:

>
1
e
R e
N

una matrice simmetrica @ 33.
i) Determinare una matricB tale che'BAB sia una matrice diagonale.
i) Classificare la forma quadratich: R® — R associata ad, rispetto alla base canonicaRP.

[9] Classificare e determinare la segnatura della seguente forma qua@atRa — R, che, rispetto alla base
canonica diR®, & associata alla matrice:

1 3 4 -1 2
3 0 0 7 -1
A= 4 0 O O O
-1 7 0 2 -1

2 -1 0 -1 3

[10] i) Verificare che lo spazio vettorials, rispetto alla forma quadratica

Q(x) = 306 + X3 + X3) — 2(X1X + XoX3 + X1X3)

€ uno spazio vettoriale euclideas @ un vettore diVs, (X1, %2, X3) Sono le componenti dk rispetto alla base
B = (v1,v2,V3)).
if) Determinare una base ortonormalé\i, rispetto al prodotto scalare adstrodotto.

[11] Classificare la seguente forma quadratic®$u

Q(X1, X2, X3, Xa) = X5 + 43 + 1165 + 24x5 — 2X1X3 — AX1Xq + MXoX3 + 16X3Xy.

[12] Sono date le seguenti matrici:

( 1 0 1) ( x) (0 )
A= 2  h+1 1|, x=|y|, B=| 1 |, her.
-h2-2h h+1 -1 z h+1

i) Discutere, al variare del parametngle soluzioni dell’'equaziondX = B.
ii) Postoh = 0 nella matriceA, scrivere la forma quadratica associata alla matibg e ridurla a forma canonica.

iii) Posto h = 1 nella matriceA, trovare una base ortonormale dello spazio eucli®éd) (spazio vettoriale
generato dalle righe dh).

[13] Determinare la segnatura delle seguenti forme quadratiche defifité:su
Q1(X1, X2, X3, Xg) = 24 + 2X1 %0 + 26 + 2 + 2X3X4 + 2G;
Qa(X1, X2, X3, Xa) = 26 — 2X1% — 26 + 265 — 2xaXa — 206G
Qa(Xe, X, Xa, Xa) = X5 — AxaXo — DxaXg + Axaxa + H;
Qu4(X1, X2, X3, Xq) = 3x§ - 20X + SXS + 4x§ + 2X3Xq — 4x§.
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[14] Data la forma quadratiod : R® — R cog'definita:

QX Y,2) = 2 + Y? + 57 + 2(xy — Xz + y2),

la si classifichi e si determini una base rispetto alla q@kssuma una forma canonica.

[15] Siconsiderila forma quadrati€: R® — R cos'definita:

Q(X1, X2, X3) = 2XF + 4X1X3 + X5 — X3.

i) ClassificareQ, determinandone la segnatura.
i) Individuare una base dR 2, rispetto alla qual& possa essere scritta in forma canonica.

[16] Classificare la seguente forma quadra@caR* — R:

QX,Y,zt) = x> — 8xy + y? + 6xz + 2 + t?,

ridurla a forma canonica e determinare la matrice del cambiamento di base che la realizza.

[17] Classificare la seguente forma quadracaR® — R:

Q(X, Y, 2) = 5x% + 2xy + 5Y° + 6xz + 6yz + 37

e ridurla a forma canonica.

[18] Siconsiderila seguente forma quadratic&su

Q(X1, X2, X3, Xa) = X5 + 2X5 + X4 + X& — 2X1 X2 — 2XoXa.

i) ClassificareQ e scriverla in forma normale.

ii) Scrivere Q in forma canonica e determinare una base ortonormal“drispetto alla qualeQ assume tale
espressione.

[19] Si considerila seguente forma quadratic&su

Q(X1, X2, X3, Xa) = X2 + X5 + X5 + X5 — 2XoXa.

i) ClassificareQ e scriverla in forma normale.

ii) Scrivere Q in forma canonica e determinare una base ortonormalR“drispetto alla qualeQ assume tale
espressione.
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Soluzioni - Sottospazi vettoriali

(1]

m= {{1, 1, 2}, {2, -1, 3}, {3, 0, h}};

Sol ve[Det [m] == 0, h]
{{h->5}}

h+5.

(2]

m= {{1, -1, 0, 1}, {2, 1, 1, 0}, {3, 0, 1, 1}, {0, 1, -1, 0}};
RowReduce [m]

{{1, 0, 0, %} {o, 1,0, -%} {o, 0,1, -%} (0, 0, 0, 0}}
RowReduce [{m[[1]], m[[2]1], m[[4]1}]

({100, 2}, fo3.0.-3). o.0.1.-1))

Sol ve[Det [A= {m[[1]], m[[2]], m[[4]]1, {1, -1, 2t -8, t +1}}] ==0]
{{t >2}}

c=A[[4]]1/.t »2

(1, -1, -4, 3}

Li near Sol ve[Transpose[{m[[1]], m[[2]], m[[41]1}], c]
{3, -1, 3}

(llj_,llz,ll4), t= 2, (3, —1, 3)

(3]

u= {1, 3, 2},'V = {—2, 1, 1};W= {t, O, —1};
RowReduce[{u, v}]

{{ro -7} {0 2]}

Solve[w==au+bv, {t, a, b}]
{{t 57, a->1,b->-3}}

t=7,(1,-3).

[4] dim(WiN W) =1, Wi N W, = £((2,3,-3).
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(5]

m= {{2, 0, 1, 0}, {-1, 1, 0, 1}, {0, 3, -1, -1}, {5, -h, 1, h}};

Sol Ve[mt [m] == O]
{{h>-2})

a=m[[4]1]/.h->-2;

Sol ve[Transpose[{m[[1]], m[[2]1], m[[3]11}]. {Xx1, x2, x3} == a]
{{x1-52,%x2->-1, x3->1}}

) h=-2,(2-11). iiPeresempioWs = £((0,1,5,0),(0,0,2,0)).

[6] Peresempiox+2y—z+t=0,y+z-t=0.

[7] i) dimH = 2,H = £((2,-1,0,0),(0,0,2,0)), dim%k = 3,
K = £((1,2,0,1),(0,3,0,-4),(0,0,1,1)).

i) H+K=R* dmHNK) =1, HNK=L(-6,3,26,0)).

~13" 26

iii) (1,2,3,4)=(1+1—3;3W,2—2—36W,3—W,4)+( 3W§W,W,0), weR.

(8]

m= {{0, 1, -h -1, 1}, {h, 1, 0, 0}, {1, 0, 0, -1}, {0, 4, 0, O}};

Sol ve[Det [m] == 0]
{{h>-1}, {h->0}}
Li near Sol ve[Transpose[nY.h - 1], {1, 1, 1, 1}]
{_1 2 2 _1}
2''2° 2" 4

i)h+-1,h+0. ii)Peresempio, pen=1: (—%,g,—%,—%).

[9] dimS=3,S=L((

o
o o
~———

0
-1

dimT=3,7'=£(( é

N——

01 00
Wo o)'\1 0))
[10] K noné un sottospazio vettoriale. ditd = 2;

10 0 1
ez 25 8)
2 3 -1 3

[11] i) dimH = 2, H = £((1,2,0,3),(-1,1,3,0)).

i) dim(H + %) = 4, H® K.
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[12]

m= {{1, 2, -1, 03}, {1, 0, 2, -1}, {0, 2, -2, 1}, {4, 1, -2, 3}};

Det [m]
-13

Li near Sol ve[Transpose[m], {1, 0, 0, 1}]
{ 10 7 8 4 }

© 13’ 13' 13’ 13

noA - 10 e 8 4
i) A= —13A1+ 13A2+ 13Ag+ 13A4.

oema-sao( 35 88 2)

wms-aaf( 3 28 )

-2

dim(ﬂ+B)=4,ﬂ+B=L(( X é)(? 8)(8 (1))(

olim(ymza)=1,5emza=L((‘11 - ))

[13] i) dimH = 2, H = L((2,0,1,0),(0,0,0,1));

dm¥K=3,K=1.L(0,21-1),1,-2,11),(1,2,7,1)).

i) dm(H +K) =4, H+K=L(20,10),(0,0,0,1),(0,21,-1),(1,-2,1,1)).

[14] S

[15] ii) Per esempiod = (0,0,0,1). iii) H » K.

[16]

Reduce[{x +y +z ==0, x+ hy + (2-h) z==0,
-x-h"2y + (3h-4)z ==0}, {X,Y, z}]
h==18&8x == -y -7z | |h ==28&8& == -278&88y ==7| |
X == 0&&y == 0&&z == 0&& -2 +h + 0&& -1 +h # 0

Seh & {1,2}: ‘W ={0};

seh=1: W= £((-1,10),(-1,0,1);
seh=2,W=.L((-211).

i) Seh ¢ {1,2}: R3;

seh = 1: per esempia((1,0,0));

seh = 2: per esempid((0, 1, 2), (0,0, 1)).

3 0 -1 2)(0 0 O 0
[17] B = 2l -1 1 ollos 21]]o0
0 2 0 0Jlo 2 -6])|1

w O
N OO

0
0
0

1
0
0

I

0
0
0

0
0
1

ol o]

I

0
0
0

oNeoNe]

0
0 1]
1
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Capitolo 5 — Soluzioni - Sottospazi vettoriali

(18]

A= {{6, -9}, {4, -6}}; X:= {{X1, X2}, {x3, x4}};
Sol ve[A. X == X. A, {x1, x2, x3, x4}1]
Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variables.
{{x1-3x3+x4,x2 7—9X3}}
’ 4
Sol ve[A. X == -X. A, {x1, x2, x3, x4}]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variabl es.
9x3
{{x15 x4, x2 +3x4}}

Solve[{A X==X A, A X==-X. A}, {x1, x2, x3, x4}]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variabl es.
{{xl - -X4, X2 > m X3 - —%}}
2 g

Al = {12, -9, 4, 0}; A2 ={1,0, 0, 1}; A3 = {0, 9, 4, 0};
Ad={-1,3,0,1};c={0,h-2,0 h-3};

d=Solve[c==xAl +yA2 +zA3 +WA4, {X,y,z,w h}1[[1]]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variabl es.

1 w 1 w
{Xe—gﬁ-g,yeZ—W,ZaE—g,heS}

Simplify[(x/.d[[111) AL+ (y/.d[[2]1)A2]

{w, -5 (-1 +w), 3 (-1 +w), 2—w}

Sinplify[(z/.d[[3]1]1)A3+ (W .d[[4]1])A4]
3(l+w) 2
w, ,—§(—1+w),w}

2

=<2 5 )0 1)) e=<((55)( o 1))
ii)?ﬂ§=£(( e ))

12 -9 10 -2 3
reo-((% 7)o 17 5)
W —g(—1+w)
%(—1+W) 2-w '

,weR.

3
i h:—5,C1=( ( —W 5(1+Ww)

2
-3(-1+w) w

[19] i) W1 = £(0,1,0,0),(=3,0,1, 1)), dimW, = 2.
i) W, = £((1,0,2,0),(0,1,-1, 1)), dimW, = 2;
W3 = £((0,1,2,1),(2,0,-1,0),(0,0,1,0)), dimWs = 3.

III) W]_ N (Wz + Wg) = L((—3, 1, 1, l)), dlm((W]_ N (Wz + Wg)) =1.
[20] H noneé un sottospazio vettoriale;

FH BHIHHIH]
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[21] H noné un sottospazio vettoriale;

K = L((x, %2, x3)), dim¥K = 3.

[22] No.

[23] No.

[24] W1 ={(-2t3 — 3ty —t3,13,12,11), t1,t2,t3 € R} e W, ={(0,0,0,1), A € R}, da cui segue la tesi.

[25] H = L(2x+ 5% — 3x*, -2 + x4, 3 + x%), dimH = 3,

K= L2 =X+ X2, -2X= X2+ X3, -2 = 3 + x4, dim¥K = 3,

H+K = L(=2-x+X2,2x+5x2 = 3x*, —x2 + X}, 3 + x4, dim(H + K) = 4,
HNK = L(=2x— X2+ X3, -2 =3 + X, dmHN K) = 2.
“24 22X+ 4x* = [(B4+ 20X+ (=1 4+ A + 2u)X% + (A + @)X + (4 — p)x*+

H[2-A+20X+ (1 -2 = 2x° + A — )X + ux*], L, u €R.

1 0 -1 5 O
o 1 2 3 1
12 -1 -4 7 -1/,
[26] Il rango della matric 00 0 1 -1 e 5.
0 0 1 -1 O
0 0 0 0 1

[27] diM( W1 N W3) =2, W10 W2 =L((1,20,0,0),(0,8,-8,3 1)),

dim(‘W, + ‘W) = 5.

[28] dmMWiNWy) =2, WiNW,=L(00,320),(0,0,30,2),

dim(‘W, + ‘W,) = 5.

[29] £((1,0,0,0),(0,1,0,0)).

[30] i) Wi=LB-x%x3x-x2), Wr=L3?-x33C-x4.

ii) =3 —5x+5x% — 10x3 + 3x* = (=3 — 5x+ 2x%) + (3% — 10x° + 3x%).
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[31] i) dimW; =3, Wi =L(=3x+x%,-3x +x3, -3 + x4.
i) dim W, =2, W, = L(pi(X), P2(X).
III) dlm(’Wl N Wz) =1 WiNW,= £(6X2 - 5X3 + X4)

iv) Wi = £(1,%).

[32] i) dimW, =3, W;=.,(1,-200,0),(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1));
II) dim Wy, =2, Wso= L(a, b)
iv) Wi = £((1,-2,0,0,0),(1,0,0,0,0),(0,0,1,0,0)).

[33]

m= {{3, -1, 1, 0}, {0, 1, -1, 2}, {2, 0, -1, 1}, {0, 1, -2, 3}};

Det [m]
4

Li near Sol ve[Tr anspose [m], {0, 1, -1, 0}]

3 3 3
{-13 3 3]

X=X = =paX) + 5 P2(¥) + 5 Ps(X) — 3 Pa(x).

[34]

m= {{1, 2, -1, 0}, {0, 3, -1, -2}, {1, -1, 0, 1}, {3, 2, -1, 1}};
a={2, -1, -1, 2};

Li near Sol ve[Tr anspose[m], a]
{2, 0, 3, -1}

2 -1
(_1 2 )=2A1+3A3—A4.

[35]

a={1,2,0}; b={0, 2, 1};d={0, 1, 0}; c = {1, 2, 3};

Li near Sol ve[Transpose[{a, b, d}], c]

{1, 3, -6}
0 0 1
s =|(AB| 0 0 ol
-1 00

0 01
iyC=A+3B-6| 0 0 0]

[36] i) Poicté dim% + dimV = 4 > 3 = dimR 3, dalla relazione di Grassmann segue che(@if V) = 1.

i) Si possono avere solo i seguenti casi:
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1. dimUNVY) =1 se dinfl + V) = 3, per esempiold = £((1,0,0),(0,1,0)),
V= £((0,1,0),(0,0,1), quindi U + V = £((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)).
2. dimUNYV) =2 se dimiU + V) = 2=dimU = dimV, per esempio:

U=V =L(1,00),(0,1,0).

[37]

al={1, -2, 1}; a2={2, 1, 3}; a3={4, -1, -5}; a= {4, -11, -7};

Det [{al, a2, a3}]
-52

Li near Sol ve[Transpose[{al, a2, a3}1, al
{4, -2, 1}

i) A= (4,-2,1) rispetto alla bases.

[38] i) A= L(6—11x+ 6x% — x3,6x— 11x% + 6x% — x4, 6x% — 11x3 + 6x* — x°), dimA = 3.
i) B = £0E,x4,55).

i) X% +3x3 = (—13(6x2 — 1D +6xH = x°) + (—13(29x3 - 6x* + x°), la decomposizione unica.
V) C = LA+ X+ X2, + 3 - x4 +x5, dmC =3,
D=L-2+X—, X=X, x+ X +x-xH, dmD = 3.

V)Si. Vi) AN(C+ D) = A.

e[ 008 2 (2200557 2 )

[40]

a={{0, -1, -1, -1}, {1, 0, 2, 1}, {1, -2, 0, 1}, {1, -1, -1, O0}};

Det [a]
4
Mat ri xFi)r m[| nlver sel[al]l]
0 e |
R S
£ o1 20
2 2 2
1 5 7z 0
0O -1 1 O 0O -1 0 1 0 O 0 O
. 1 0O -2 0 1 0O 0O 0O O 0 1 .
D8=LIl 1 2 o oo o ooflo o o 1l dmB=3
0 0 0 O -1 0 0 O 0O -1 -1 0
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0o 1 2 3 0 0 1 2 0 1 -1 2 0 2
iyC=r -1 0 -2 -3 0 0 0 1 -1 O 2 3 -2 0
- -2 2 0 1141'f-1 0 o 7111 -2 0 111 1 O
-3 3 -1 O -2 -1 -7 O -2 -3 -1 0 -1 2
dimC = 3.
0 0 2 -1 0O 0 1 -2
0 0O 0 1 0O 0 O 0 .
D=Ll 5 0 0 o|l-10 0 1 [|dmD=2
1 -1 0 O 2 0 -1 O
i) 8+ C = AR*, non si tratta di somma diretta.
V) D=DN(B+0).
0O 1 0O 0O 0 0 1 0O 0 0O 0O 0O 0 O
V)S_L—lOOO 0O 0 OO 0O 0 1 0 0O 0O 0 O
N O oo Ot O OOO|J]O -1 00O O 0 1
0O 0 0O O -1 0 0 O 0O 0 0O 0 0 -1 0
0O -1 -1 -1 0 -1 0 -6 0 0O -1 5
wlt 0 2 1] |1 0 2 0 0 0 0 1
120 1|70 2 0 4|1 o o -3
1 -1 -1 O -6 0 -4 O -5 -1 3 0
1 1
o i 11
1 11
-2 0 -3 3
vii) detA =4, A1 =
11 g 1
2 2 2
1 1
-1 -3 3 0

[41] B = .E((

[eNe)
o P
~——
—_
= O
o o
~———
—_
[N e)
= O
~——
P —
X
Il
NI
—_
W N
ol
~———
+

[42] ) W= LA'A). ii)ﬂ=£((é 8)’(8 ;))

e (8 28 2). o3 1)
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[43]

a={{0, 1, 2}, {1, 3, 1}, {2, 1, 5}};

Det [a]
-13
Mat ri xFor m[l nverse[a]]
14 3 5
BB 1
B 3 B
13 13 13
-2 00 1 2 0 0O 0 -3
)A=L 0O 1 01,2 0O}, O 0 1 , dimA = 3.
0O 0O 0 0 1 -3 1 0
1 0 O 0 0 1 0 0O
i)B=L{] 0 0 0|,] 0 O O{,] O O O]
0 0O 1 00 0 0 1
01 2 -2 1 -3 Yo s
iy 1 3 1]|= 1 3 1 |+ 0 0 O
1 9
215 -3 1 3 5 0 3
_14 3 )
13 13 13
; -1 _ 3 4 2
MAT=l 13 13 13
5 2 1
13 13 13
1 2 1 0 21 -1 0 1
vwe=/L|l 2 -1 3,2 1 3]|,/] 0 0 1|{|;dmC=3.
1 3 O 1 3 2 1 1 0
0O 1 -1 1 -1 0 -2 0 1
D=L 1 0 11),,-1 0 11|, 0 O 1]||;dimD=3.
-1 1 O 0 1 2 1 1 0

Vi) Si, Vi) D=DNASC).

[44] i)‘V=£(((1) 8)(8 (1)))
oa-(33)ao(S )

[45] I) 3X1—X —x3=0.
ii) Per esempio:£((1,0,0,0)), £((0,1,0,0)).

[46] U+ V= L((1,3-22,3),(0,1,-1,2-1),(0,0,1,0,-1)); UNYV = L((1,4,-3,4,2)).

Universi@ di Torino



Capitolo 5 — Soluzioni - Sottospazi vettoriali

[47] U=V = L(1,2,-1,3),(0,0,3,-8)).
(48]

X = {{x1, x2, x3}, {x4, x5, x6}, {x7, x8, x9}};
A={{0, 1, 0}, {0, O, 1}, {0, O, O0}};

Reduce[A X == X. A, {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9}1]
X1 == X5&&X2 == X6&&x4 == 0&&X7 == 0&&E&X8 == 0&&x9 == x5

X1 X2 X3
)] 0O x1 X |, XX, X €R.

0 OXj_

1 00 010 0 0 1
ij|gfo 1 of,] 0 0 212{,] 0 O Ol
0 0 1 0 0O 0 0O
iii) Per esempio:
0 0O 0 0O 0 0O 010 0 0O 0 0O
L|yfoooff20o0ff{o0o0O0|]0O0O0|,]O0O121TO0]|,0 0 O0]],
1 00 0 0O 010 0 0O 0 0O 0 0 1
0 0O 0 0O 0 0O 0 0O 1 00 0 0O
L|{fo ooff20o0j0o0O0|]0O0T1I|/]0O0O0],0 10
1 00 0 0O 010 0 0O 0 0O 0 0O
[49]

m= {{1, 0, 0, 0, O, O}, {1, 1,0, O, O, O}, {1, O, 1, O, O, O},
{,0010,0} {1,0,0,0, 1,0}, {1,0,0,0,0, 1}};

Det [m]

1

RowReduce [m]

{{1, 0, 0,0, 0,0}, (O, 1,000, 0} {00 1,0,0, 0},
{0, o, O, 1, O, O}, {O0,0,0,0,1,o0} {0,0,0, 0,0, 1}}

Li near Sol ve[Transpose[m], {1, -1, -1, 1, -1, 1}]

{2, -1, -1, 1, -1, 1}

59

i) px) =(2,-1,-1,1,-1,1), rispetto alla bas&’.

[50] £((0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1)), ci sono infinite risposte che dipendono da due parametri perch”
dimH = 3.

[51] ii) (0,2,0,0,0) = (1,0,2,1,0) + (-1,2,-2,~1,0).

[52] i) Wi = £((1,-1,0,2),(0,2,1,3)), W>=£((20,1,3),(-1,1,0,0)),
Wi+ W, = £((1,-1,0,2),(0,2,1,3),(0,0,0,1)), W1NW,=L(0,2173).
i) a; = 3(1,-1,0,2), a» = (-3,1, -1, -3).

veel(§ 2)(8 2)wecl(d )8 35 )
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5 6
01

i) Per esempioWs = L(( 2 8 )( 8 2 ))

[54] £((0,1,0),(1,0,0)), £((0,1,0),(0,0,1)).

(Wlm(W2=.£(( )),W1+W2=R2’2.

1
[55] B=|| 2
0

OON

(56]

al={1,0,-2,0 1};a2={0, 1, 0, -1, 0};
a3={0,0, -1, 0, 3}; x={1, 2, h, -2, 1};

Sol ve[x == x1al +x2a2 +x3a3, h]
{{h->-2}}

i) Wi=.,((1,0-20,1),(0,1,0,-1,0),(0,0,-1,0,3),

W, = £((1,0,0,-2,1),(0,1,0,0,0),(0,0,1, -1, 1));

WiN W, = L£((-2,-1,3,1)), W1+ W =R5.

i)y h=-2.

[57] i) ‘W, & un sottospazio vettoriale Bi° perche i suoi elementi sono soluzioni di un sistema lineare omogeneo;
si pw direttamente dimostrare cli#’, & chiuso rispetto alla somma e al prodotto per numeri reali.

i) dim Wy, =3,((21,1,0,2),(-1,1,0,0,2),(0,2,0,1, 1)) € una base diV ;.

dimW, =2, W,=/,(1,10,0,1),(0,-1,1,0,0)).

i)y dim(Wq + Ws) =4, Wi+ W>=1,(1,1,0,0,1),(0,2,0,0,3),(0,0,2,0,3),(0,0,0, 1, -2));

dmW,NWy) =1, WiNW,=1,L(211,0,2).

223}

al={(2,-1,0, 4};a2={-3, 2, 4, h};
a3 =5, -3, h, -1}; b= {14, -8, h, -1};
Reduce[xlal +x2a2 + x3a3 ==bh, {x1, x2, x3}]
== -2&8X1 == 1&8&%2 == 1&&x3 == 3| |
11

25 7
h ==1488x1 == ?&&XZ == —5&&X3 =9

[eoNeN
[oNeNe]
[eoNeoNe]
[oNeoNe]

00
10
00

[eoNeoNe]
= O O
O O

[58] Per esempio{[

[59]

Seh & {-2,14}: non esistono soluzioni; &= —2 o h = 14: esiste una sola soluzione.
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(60]

al={1,1,0};a2=(0, 1, -1};a3 ={x,y, z}; b= {2, 3, -1};

Reduce[xlal +x2 a2 +x3 a3 ==b, {x1, x2, x3}1]

X==Yy +2&8X1 ==2 -Xx3y -x32& 82 ==1+x32]| |
X1 == 2&8x2 == 1&8x3 == 0&&X -y -z + 0

i) VX, ¥,z € R: 'equazione vettoriale ha sempre soluzioni;
i) YX,¥,Ze€ R/X # Yy + z: esiste una sola soluzione;
iii) VX y,ze R/x =y + z: esistono infinite soluzioni dipendenti da un’incognita libera.

[61]

m={{1, -1, 1, 1}, {1, 1, -1, 1}, {-1, 1, 1, 1}}:

Sol ve [Transpose[m]. {x1, x2, x3} == {8, 2, 0, 10}, {x1, x2, x3}1
{{x1-4,%x2-55, x3->1}}

X1=4, Xo=5, x3=1.
[62]

m={{1, 0, 1, 1}, {-1, 1, 0, 3}, {-1, 1, 1, 4}};

Sol ve[Transpose[m]. {X, x2, X3} == {2, 0, 2, 3}, {x1, x2, x3}1
{1

L'equaziones'incompatibile.

[63]

a={h, -k, -h-2k}; b = {1, 2, h-k};
Cc={-2, -4 k-4}; d={1, 2, 4-h};

Reduce[ax +by + cz ==d, {X,VY, z}]

h == 188k == 288z ::% (<1+x+y) ||
2h == k&&y ::% (-4 -kx) ::%(7873kx)&&2+k¢0\\

== 4+ 2h&Ex == 088z ::% (-1+y)&&-1+h+0]|
X == 088y == 188z == -1&& -4 +2h -k # 0&&2h +k # 0

Seh =1, k= -2: esistono infinite soluzioni che dipendono da due incognite libere;
seh=- % k, k # —2: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;
sek = 2h -4, h # 1: esistono infinite soluzioni che dipendono da un’incognita libera;

seh + 1, k # —2: esiste una sola soluzione.

[64]

a= {{11 2}1 {0, l}! {31 5}1 {O, h}}; b= {{31 1}1 {_11 2}1 {k, 0]‘]"'
X = {{x1, x2, x3, x4}, {x5, x6, x7, x8}, {x9, x10, x11, x12}};
Reduce[Tr anspose[a]. Transpose[x] == Transpose[b]]

k ==3x11 +x9&8x1 == -3 (-1 +x3) &&x10 == -5x11 -h x12 - 2 x9&&
X2 == -5 +Xx3 - h x4&88&x5 == -1 - 3x7&8x6 ==4 + x7 - h x8

3-3a -5+a-hd a d
X=] -1-3b 4+b-he b e |,abcdef hkeR.
k-3c -2k+a-hf c f
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[65]
a={{1, 2, 3}, {-1, h, 2h}};
b={{0, 1, -1}, {-2, 1, 0}, {-3, 0, k}, {0, 0, k}};
X = {{x1, x2}, {x3, x4}, {x5, x6}};

Reduce[Tr anspose[a]. Transpose([x] == Transpose[b]]

Fal se

L'equazione matriciale incompatibile, per ogrii,k € R.

[66]

a={{5, 1, 0}, {3,0, 1}, {4, -1, 3}};:
b={{2, 1}, {2, 0}, {h, k}}; x = {{x1, x2}, {x3, x4}, {x5, x6}};
Reduce[a. x == b]

h ==48&88k == -1&8x3 ==2 - 5 x1&&
X4 ==1-5x28&88X5 == 2 - 3 x1&&X6 == -3 X2

Seh+ 4 ok # —1: non esistono soluzioni;
seh =4 ek = —1: 'equazione matriciale ha infinite soluzioni che dipendono da un vettore libero:
a b
X=|2-5a 1-5b |, abeR.
2-3a -3b

[67]

a={{,1, -1}, {0, 2, 1}, {0, 1, 1 }};
b={{l, 1}, {0, 1}, {I| +2, 0}}; x = {{x1, x2}, {x3, x4}, {x5, x6}};

Reduce[a. x == b]

2 (3+1 +12) -2+
x1== W&&XL}M%Q . .
-2 - +
X8 == o 84 == o P EEXS == o 8BXE ==
Sel e {O, %} non esistono soluzioni;
—200%2+1+3) 2-1
A2y A2
sed & {O, %} alloraX = A+2 A
-21 21
—2042) 1
-21 21
[68]

a={{l,1}, {1, 2}, {-1,11}}:
b={{l, 1}, {0, 0}, {I +2, 0}}; x = {{x1, x2}, {x3, x4}};
Reduce[a. x == b]

2 2 1

4
| == -2&&x1 == g&&XZ == _§&&X3 == —g&&x4 ==

SeA # —-2: non esistono soluzioni;

4 _2
5
seAr=-2: X =

2 1
5 5
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[69]

a={{3, -1}, {1, 2}, {2, h}}: b= ({1, 1, -1}, {0, 1, 3}, {0, k, h+k}};
X = {{x1, x2, x3}, {x4, x5, x6}};

Reduce[a. x ==b]

h —- 488K —- 288x1 —- 288X2 —- S&&
1 1/ > ! 10
X3 == Z&&X4 == - - &&X5 == J&&X6 == —

Seh + 4 ok # 2: 'equazione matricial&X = B € incompatibile;
2 3 1 )

-1 2 10 )

L'equazioneX’A = B & priva di significato.

seh=4ek=2:X=%(

[70]

a={{2, -1}, {h, 2}, {1, 0}}; b= {{3, -1, k}, {-2, 0, -3}, {4, -k, 1}};
X = {{x1, x2, x3}, {x4, x5, x6}};
Reduce[a. x == b]

== -3&8K == 2&&x1 == 4&&
X2 == -288X3 == 18&8x4 == 5&8X5 == -3&8&x6 ==

Seh # -3 ok # 2: 'equazione matriciale incompatibile;

_ 4 -2 1
seh_—3ek_2.x_( 5 _3 0).
[71]
a={{1, 2,1, -3}, {0, 3,1,5}, {1,1, 0, -8}};
b={{2, 1}, {0, 1}, {(m-3, 0}};
X = {{x1, x2}, {x3, x4}, {x5, x6}, {x7, x8}};

Reduce[a. x == b]

| == -1&&m== 588&x1 == 2 + x3 + 8 X7&&
X2 == X4 + 8 X8&&X5 == -3 X3 -5 X7&8x6 ==1 -3 x4 -5x8] |
mM==5+X3 +| x3&8x1 ==2 + x3 + 8 X7&&X2 == 8 x8&&
X4 == 0&8x5 == -3 X3 -5x7&8&x6 ==1 -5x8&&1 +| #0

SeA # —1: 'equazione matriciale ammette infinite soluzioni che dipendono da un vettore libero:

Xs=(a,b), a,beR;

sed = -1, u # 5: non esistono soluzioni;

sed = -1, u = 5: esistono infinite soluzioni che dipendono da due vettori liberi:
Xa =(a,b), X3 =(c,d), a,b,c,d e R.

[72]

a={{1, -1, 2, 3}, {-1, 0, 5, 6}, {3, h, -1, 0}};
b={{1, -1}, {5 -3}, {k, -1}};
X = {{x1, x2}, {x3, x4}, {x5, x6}, {X7, x8}};

Reduce[a. x ==b]

~ 73+2x3+hx3&&x1::% (=3 +2 %3 + X5) 2::% (1724h +x6)&&
+
1 1 2
X4 == - "-8EXT == £ (6 +X3-7x5)8&X8 == 3 (—4—2+h—7x6)

Seh = -2: non esistono soluzioni;
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seh # —2: esistono infinite soluzioni che dipendono da un vettore lib¥p= (a,b), a,b e R.

[73]

A= {{1, 1}, {2, k}, {-1, h}};
B={{0, -1}, {1, 1}, {0, k}}: X={{x1, x2}, {x3, x4}};

Reduce[A. X == B]
== -188K == 18&8&X1 == 1&8X2 == 2&8&x3 == -1&8&x4 == -3

1 2 ). Do . . L
1 3 ) in tutti gli altri casi non esistono soluzioni.

Seh:—lek:l:X:(
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Capitolo 6

Soluzioni - Applicazioni linear|

(1]

A={{1,1, 1}, {I,h°2, 1}, {-1,1, -2}};

Reduce[A. {x,y, z} == {0, 0, 0}, {X, y, z}]
—— —i&&X == -iy&8z == 0] |
h==1&8X == -1 y&&z == 0| |X == 088y == 0&&z == 0&&1 + h? + 0

Seh # +i: kerf = {o}, imf = C3;
seh=+i: kerf = L((-i,1,0)), imf = £((4,i,-i),(1,i,-2).

(2]

A={{2, -1, 1}, {1, 0, 1}, {-1, 1, -1}};

Nul | Space[Tr anspose[A] ]
{}

kerf = {o}.

(3]

A={{1,0 1,1}, {2,1,1, 3}, {1, 1,0, 2}};

Nul | Space[A]
{{-1, -1,0, 13}, {-1,1,1, 0}}

kerf = £((-1,-1,0,1),(-1,1,1,0)), imf = £((1,2,1),(0,1,1)).

(4]

A={{2, 1,0, -1}, {0, 1,0, 1}, {1, 0, -1, 0}, {2, 1, 0, O}};

Det [A]
-2

dimkerf =0, dimimf = 4.

5] M(f)=( w1 U us);

kerfi = {xeVz/ x L u}; imf; =R;
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0 —U3 ]
M(fa)= us O -—up [;
—U> Uy 0

kerf, = {x € V3/ x//u}, imf = {x € V3/ x L u}.

(6]

A={{2, 1, -1}, {1, 2, 1}, {-1, 1, h}};
Sol ve%Deto[A] == 0, h]

+
{51

n={{1, k2-k, k}, {1, 2, 1}, {-1, 1, 2}};

Sol ve[Det [n] == 0]

{{c>1-v2}, {k>1+v2}}

Det [{{1, O, O}, {1, 2, 1}, {-1, 1, 2}}]
3

Nul | Space[A/. h > 2]
{{1, -1, 1}}

Det [{{1, -1, 1}, {1, 2, 1}, {-1, 1, 2}}]
©

Li near Sol ve[A/.h > 2, {3, 2, -2}]

LinearSolve ::’” nosol ” : Li near equati on encountered which has no sol ution.
LinearSolve[{({2, 1, -1}, {1, 2, 1}, (-1, 1, 2}}, {3, 2, -2}]

Solve[(A/.h->2). {X,y,2}==(A/.h>2). {1, 2, -1}, {X, Y, z}]

{{Xx>2+z2,y->1-2}}

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variabl es.

i) h=2, imf = £((1,2,1),(-1,1,2);
i) k=1++/2; iii) per esempioi(1,0,0);

iv) ker f = £((1,-1,1));

V) =9; viyno; vi)v=2+t,1-1,1),teR.

R e

-1 1
2 1
1 2
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[7]

a =LinearSol ve[{{1, -1, -1}, {2, -1, 0}, {-1, 1, 0}},
{{0, 0, 0}, {3, 2, -1}, {3, -1, 2}}1
{{6,1, 1}, {9,0, 3}, {-3,1, -2}}

Mat ri xFor m[A = Transpose[a]]

6 9 -3

1 0 1

1 3 -2
Det [A]

0

Nul | Space[A]
{{-1, 1, 1}}

Solve[{t +1, 2t, -1} ==x{6, 1, 1} +y{3, 0, 1}, {t, X, y}1

{{te%,xa%,ye—?}}

Det [{{1, O, 0}, {6, 1, 1}, {3, 0, 1}}]
1

Det [{{1, -1, 1}, {6, 1, 1}, {3, 0, 1}}]
1

Li near Sol ve[A, {3, 4, -1}1

LinearSolve ::’” nosol ” : Li near equati on encountered which has no sol ution.
Li nearSol ve[{{6, 9, 3}, {1, 0, -1}, {1, 3, 2}}, {3, 4, -1}]

6 9 -3
)A=M(f)=| 1 0 1 |, detA=0,quindif noné ne iniettiva ne suriettiva.
1 3 -2

i) ker f = £((-1,1,2), imf = £((6,1,1),(3,0,1). iii) t = 7.

V) u= (g—%) V) per esempio(1, 0, 0).

vi) SI.  vii) Non esistono.

(8]

A=LinearSolve[{{2, 0, 1}, {1, 1, -2}, {3, -1, -2}},
{{3, 6, -3}, {0, 0, 03}, {0, 0, 0}}1
({1, 2, -1y, {1, 2, -1}, {1, 2, -1}}

Mat ri xFor m[Tr anspose [A] ]

1 1 1
2 2 2
=1, =1, =1,
Det [{{1, 1, -2}, {3, -1, -2}, {1, 2, -1}}]
-8
1 1 1
hM(H=| 2 2 2
-1 -1 -1

i) ker f = £((1,1,-2),(3,-1,-2)), imf = £((1,2,-1)).
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1 2 -1
i)|1 1 -2|=-8.
3 -1 -2

(9]

A={{4,2, 2}, {4,a2+1,a+1}, {8, 4, a 2+3}};

Sol ve[Det [A] == 0]
{{a> -1}, {a> -1}, {a>1}, {a—>1}}

Nul | Space[A/.a - -1]
{{-1, 2, 0}}

Nul | Space[A/. a > 1]
{{-1, 0, 2}, {-1, 2, 0}}

Solve[{A/.a-»-1}.{X,Y, 2z} =={1, -2, 0}, {X, Y, z}1]
{3

Det [{{-1, O, 2}, {-1, 2, 0}, {1, 1, 2}}]
-10

B={{-1, -1, 1}, {0, 2, -1}, {2, 0, -1}};

Nul | Space[B]
{{1, 1, 2}}

Reduce[ (A/.a->1). {X,
2h==1&82k ==1 &8&x ==

Z} == {h, k, I }! {X, Y, Z}]

)g-,
s (I -4y -42z)

i)a++l.
ii)sea=-1: kerf = £((-1,2,0)), imf = £((1,1,2),(1,0,2);
sea=1: kerf = £((-1,0,2),(-1,2,0)), imf = £((1,1,2)).

iii) Non esistono. iv) ${teorema del completamento della base). ) S’

-1 -1 1
vi) Per esempioM(@)=| 0 2 -1
2 0 -1

vii) Se | = 2h= 2k, allora f-3(h,k 1) = {(§1 - 3t - 3t.t.t), Lt eR}.
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(10]

{{x->-1,y->3,z2->1-t}}

Solve[{l, 2, -1} +{X, Yy, z} + {2, -3, t} =={2, 2, 0}, {X, Y, z, t}]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all

Sol ve[Det [{{1, -1, 2}, {2, 3, -3}, {-1,1-t,t}}]==0]

sol ve vari abl es.

{{t »5})
1 -1 2
A=| 2 3 -3
-1 -4 5
[11]

vl=1(1,2, 0 1};v2={1, 0,1, 0}; v3 = {-1, 0, 0, 2};

RowReduce[{v1, v2, v3}]
{{1, 0, 0, -21, {o, 1, 0, %} {0, 0, 1, 2}}

Li near Sol ve[{vl, v2, v3, v1 +Vv2 +Vv3, vl +Vv2 +Vv3},
{vl, 2vl +v2, -v2+Vv3, {2, 2,1, 1}, {2,6,0, 1}}1]
Li near Sol ve[

{{1, 2,0, 1}, {3,4,1, 2}

’

LinearSolve ::”” nosol " : Li near equati on encountered which has no sol ution.

{{1, 2,0 1}, {1,0,1, 0}, {-1,0,0, 2}, {1, 2, 1, 3}, {1, 2, 1, 3}},
1,2}, {-2,0, -1,2}, {2,2,1,1}, {2,6,0, 1}}]

ii) No.

[12]

ul=1{1, -2,0,4}; u2={-1,1,1,0};u3={0,0, 1, 2};

RowReduce[{ul, u2, u3}]
({1, 0, 0, 0}, {0, 1, 0, -2}, {0,0, 1, 2}}

0 24, -2 A4
i) M(f)y=| 0 2, -2, Az
0 243 -213 A3

, A, A, A3 e R.
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(13]

A={{1, 0, 2}, {0, 1, 1}, {2, 1, 5}};

Nul | Space[A]
{{721 711 l}}

u={1, -2, k}; v={1,0, 2}; w= {0, 1, 0};

Sol ve [Det [{u, v, w}] == 0]
{{k->2}}

p = Transpose[{u/.k -1, v, w}1;

Li near Sol ve[p, {1, 0, 0}]
{2, -1, 4

Li near Sol ve[p, {0, 1, 0}]

{0, 0, 1}
Li near Sol ve[p, {0, 0, 1}]
(=1, i, <2}
m= Li near Sol ve[{u/.k >0, v, w}, {{1, 0, 2}, {0, 1, 1}, {0, 0, 1}}1]
1 1 3
{tto, 43, 10,013, {-5 3 -3}}
Mat ri xFor m[Tr anspose [m] ]
1 0 -2
12
0 0 53
4 1 -3

i) kerf = £((-2,-1,1)) da cui segue latesi. i+ 2.

i) eg=2u—-v+4w, e; =w, e3= —u+v-—2w.

iv) Per esempioM¢3(f) =

N O
PRk o

0

0

1
1

10 -3

vM3S(fy=| 0 o 1

3
4 1 -3
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[14]

71

A={{2, 2, 0}, {1, O, 1}, {1, 3, -2}};

Nul | Space[A]
{{711 11 l}}

Li near Sol ve[A, {0, 0, 1}1

LinearSolve ::’” nosol ” : Li near equation encountered which has no sol ution.
Li near Sol ve[{{2, 2, 0}, {1, O, 1}, {1, 3, -2}}, {0, 0, 1}]

Det [{A {1, 0, 1}, A {0, 1, 1}, {4, 3, -2}}]
4

3

i), ii) f noneé ne iniettiva ne suriettiva: kér= £((-1,1, 1)), imf = £((2,0,3),(0,1,-2)),
per esempias non ha controimmagine, f(-1,1,1) = o e f(-2,2,2) = o.
iii) No.

[15]

A={{1, 2,3/2,0}, {t, -t, 0,0}, {1, 1,1, -1}};

Reduce[A. {X, Yy, z, W} == {0, O, 0}, {X, Y, Z, W}]

t ==O&&w==% (-2y -2) ==% (-4y -32z) | |w==088X ==y&&z == -2y
Sol ve[a{-2, 1, -1, 0} +b{-3, 0, 2, -2} == {k +3, k, 1, 2k}]
{}
Reduce[A. {X, Yy, z, w} == {1, 0, -1}, {X, Yy, z, w}]
t ::0&&W::% (472y72)&&x::§ (2-4y-3z) ||
W== g&&x ==y&&z == 72 (-1+3y)

i) Set =0: kerf = £((-2,1,0,-1),(-3,0,2,-1)), imf = £((1,0,1),(2,0,1));
set # 0: kerf = £((1,1,-2,0)), imf = R3.

i) No; ii)set=0:(-2,10,-1),(-3,0,2,-1),(0,0,1,0),(0,0,0,1));

set #0:((1,1,-2,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)).

iv) Set = 0: f1(1,0,-1) = (1—2t1— dtit 22—t - %tg), t,t eR;

set #0: f41,0,-1) = (1,t,5 -2, 5}, teR.

[16]

a={1,0,1,2};b=1{2, 3,2, 1};c={1,3,1, -1};d= {1, -3, 1, 5};
RowReduce[{a, b, ¢, d}]
{{1, 0,1, 2} {(0,1,0, -1}, {0, 0, 0, 0}, {0, 0,0, 0}}

Transpose[Li near Sol ve[
{{1, 0, 0, 0}, {0, 1, O, 0}, {0, O, 1, 0}, a}, {a, b, c, 2a}11

{{1, 2,1, 0}, {o, 3 3 _g} (1, 2, 1, 0}, {2, 1, -1, g}}
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i) 7= L(a,b).
12 1 0
2 1 -1 3
(17]

vli={1, 2,0};v2={1,0, 1};v3={-1, 0, -2};

RowReduce[{v1, v2, v3}]
{{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0,0, 1}}
Transpose[{vl, v2, v3}]. {{1, 2, 0}, {1, -1, -1}, {0, O, 1}}.

I nverse[Transpose[{vl, v2, v3}]]
{{0, 1, 13, {8, -3, -4}, {-5, 3, 4}}

8}
1 2 0
i)y MCC(fy=[ 1 -1 -1
0 0 1
0o 1 1
i) M38(fy=| 8 -3 -4
-5 3 4
[18]

A= {{0, 3, 1}, {0, O, 2}, {1, -1, 0}, {O, 1, 0}};
Nul | Space[A]

{}

Sol ve[A. {x,y, z} ==3A {1, 2, 1}, {X, Y, z}]
{{x->3,y->6,z->3}}

Sol ve[A {X,Vy, z}=={1, 2, 3, 4}, {X, Y, 2}]

{}

-2 )5 25 3)
ii) Si; i) v =(3,6,3). iv)No.

[19]

u={2,0,1,1};v={0, 1,3, 1};w={0, 1, 0, 1};

RowReduce [ {u, v, w}]
{{1, 0, 0, %} (0,1, 0,1}, {0, 0, 1, 0}}

u+ 2w

{2,2,1, 3}

Nul | Space[{{2, 1, 0}, {2, 2, -1}, {1, 7, -3}, {3, 3, -1}}1
{}

i) Per esempio(u, v,w, (0,0,0,1)).
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21 0
i)y MCS(f) = i 5 :; iv) S
33 -1
10 0
[20] i) M(f) = 1 i (1)
00 0
1 1\(0 1)(0 0
o222 2)(E2)
[21]

A={{1,01,0, 0}, {2,1,0, -1, 1}, {0, 3, -1, 1, 2}};

Nul | Space[A]
{{-1, -3,1,0, 5}, {4, -3, -4,5,0}}

RowReduce[{A. {1, -1, 0, 0, 0}, A. {0, 1, 0, 1, 1}, A. {0, 0, 3, 0, 0}}]
{{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 0, 1}}

b = {x1, x2, x3, x4, x5} +s {-1, -3,1, 0, 5}+t {0, -3, 0, 1, 4};

Simplify[A b==A {x1, x2, x3, x4, x5}1]
Tr ue

i) kerf = £((-1,-3,1,0,5), (4, -3,-4,5,0)), imf =R3. i) f(V)=R8.

[22] i) No. ii) SI, & suriettiva, quindi il nucleo ha dimensione 8 eedostituito da tutte le matrici aventi traccia
nulla.

[23]

A={{1,0, h 0}, {0,1,0, h}, {3,0,h-2, 0}, {0, 3,0, h-2}};

Reduce[A. {x1, x2, x3, x4} == {0, 0, 0, 0}, {x1, x2, x3, x4}]

== -1&8X1 == X3&&X2 == X4 | |
X1 == 0&8x2 == 0&&x3 == 0&8&x4 == 0&8&1 +h + 0

B=A/. h>-1;

Ei gensyst em[B]
{{-2, -2, 0,0}, {{O0,1,0, 3}, (1,0, 3,0}, {(0,1,0, 1}, {1,0,1,0}}}

Sol ve[{4x1l +Xx2 -x3 ==0, 3x2 -3x3-4x4 ==0}, {x1, x2, x3, x4}]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variabl es.

{{Xle—%, X2 - X3 + %}}

Reduce[B . {x1, x2, x3, x4} == {-t/3, 4t/3+2z, z, t }, {x1, x2, x3, x4}1]
1
x1 == 3 (-t +3x3)&82 === (t +3x4)8&8z == -t

w|

i) Seh# —1: kerf = {0}, imf =R??,

R (I HH e EHIHH
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i) AL = -2, m, =2, V), =imf; 4, =0, my, = 2, Vy, = kerf; f & semplice.

ii) f‘l(g)=£((i 8)'(8 i)’(_ol é))

[24]

A= {{1Y 17, 10, 9}, {0, 1, 0, O}, {0, 11, 8, 6}; {Oy -13, -8, —6}};

Nul | Space [A]
{{-6, 0, -3, 4}}

A {1, 0,0, 4}
{37, 0, 24, -24}

A {0, 0, 1, 2}
{28, 0, 20, -20}

Reduce[A. {x1, x2, x3, x4} == {-t1,t2, 0, t1}, {x1, x2, X3, x4}]
1 1 L
212 == -t1&8&x1 == 3 (5t1-12x4)&8&x2 == —%&&X3 =16 (11t1-12x4)

Ei gensyst em[A]

(10, 1, 1, 2},
({-6,0,-3,43, {0, -1, -1, 3}, (1, 0,0, 0}, {-1,0, -1, 1}}}

1 17 10 9
_ 01 0 0
DA=l0o 11 8 6

0 -13 -8 -6

et =25 9) mi-z((3 S)(5 L)Y S)
o 0-£(( 5 S (35 ) (1 5))

190 =£(( i g)( s ))

V) A =0,m, =1 2=1,m, =2 Az3=2m, = 1.

0 00O -6 0 1 -1
v) f & semplicep’ = 8 (l) (1) 8 » B= _03 j 8 —01
000 2 4 3 0 1
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[25]

Li near Sol ve[{{1, 1, 0}, {0, 2, 1}, {1, -1, 1}},
{{1, 2+h, -h -1}, {1, 3, 0}, {-2, h-3, 3-h}}]
{{0, h, -h}, {1, 2, -1}, (-1, -1, 2}}

Mat ri xFor m[c = Transpose[% ]

0 1 -1

h 2 -1

-h -1 2
Sol ve[Det [c] == 0]
{{h->0}}

b = Ei genval ues|[c]

{1, % (3—x/9+8h), % (3+x/9+8h)}
Flatten[Tabl e[b[[i 11 ==b[[j11, {i, 3}, {j,3}¥11;

Map [Sol ve, %

Solve :: i fun” : lInverse functions are being used by Solve, so some sol utions may not be
f ound
Solve ::  jfun” : lInverse functions are being used by Solve, so some sol utions may not be
found

[ty (-1, 00 - -1y,

con -8 0, {fr--2)) )

Ei gensystem[c/. h - -1]
{{1, 1, 2}, {{-1,0, 13, {1, 1, 0}, (-1, -1, 1}}}

Ei gensystem[c/. h - -9/8]
{{1, % g} {{o, 1,1}, {7%, 1, 1}, {0, 0, 0}}}

0 1 -1
i) MBB(fy=| h 2 -1 |, heR; ii)a)h#0; b)h>_g_
-h -1 2

[26]

a={{1,0, 1}, {0, 1, 1}, {2, 0, -1}};
b={{1, -2, 3}, {h, 0, 2-h}, {2, -1, 0}};

Li near Sol ve[a, b]
{{1, -1, 13, {h, 1, -h}, {0, -1, 2}}

Mat ri xFor m[m= Tr anspose[%] ]

1 h 0
-1 1 -1
1 -h 2

Ei gensyst em[m]

Ei gensystem[nY. h » -1]
{{1, 1, 23}, {{-1,0, 1}, {0,0,0}, {-1,1,0}}}

Ei gensystem[nY . h - 0]
{{1, 1, 23, {{-1, 0,1}, {0, 1, 0}, {0, -1, 1}}}

Reduce[ (m'.h->0) . {x1, x2, x3} == {-3t, t, -2t }, {x1, x2, x3}]

3t t
1==_ 2-=_"_ -
X 3t &&x 2&&x3 >
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1 h O
hM(fy=| -1 1 -1|, heR.
1 -h 2

i) Seh=0: f e semplice, s+ 0: f noné semplice.

b eo-o(3 %)

[27]

ml = {{0, 1, -1}, {3, 1, -1}, {1, 1, 1}};
n2 = {{0, 0, 0}, {9, 0, 0}, {3, 2, 4}};

Li near Sol ve[ml, n2]
{{3,0, 03}, {0,121, 2}, {0,1, 2}}

Mat ri xFor m[a = Tr anspose [%] ]

3 0 O
0o 1 1
0o 2 2

Ei gensyst em[a]
{{0, 3, 3}, {{0, -1, 13}, {0, 1, 2}, {1, 0,0}}}

MBE(f) = ii) Si.

oo w

0
1
2

N~ O

[28]

m= {{a, a, a}, {b, b, b}, {0, 0, 0}};

Ei gensyst em[m]
{t0,0,a+b3, {1-1,0, 1}, (-1, 1, 0}, {% 1, 0}}}

A=M(f) = , abeR;

QT QD
oOT o
oo o

A é diagonalizzabile sa + b + 0, oppure sea = b = 0. Nel primo caso una base di autovetteriata da:
((_11 Ov 1)1 (_11 11 O)a (aa b1 0)) .

[29]

i ={1,0,0};j ={0,1,0}; k={0,0, 1}; x = {x1, x2, x3};
Cross[i, x] +Cross[2j, x] -Cross [k, x]
{X2 +2x3, x1-x3, -2x1+x2}
m= {{0, 1, 2}, {-1, 0, -1}, {-2, 1, 0}};
Nul | Space[m]
{{-1, -2, 1}}
Ei gensyst em[m]
{{o-++5, 1 &),
{{_1, 2, 13, {él (_]'Hz%), -%j (2j+\6), 1},
1., 1. .
{—gl (]L+2\/E), g]l. (—21+\/€), 1}}}
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i) La linearita segue dalle proprigdel prodotto vettoriale.

0

1 2
iy M()=| -1 0 -1 [;
21 0

kerf = £(-i-2j+k), imf = LG+ 2k,i+k). iii) No.

[30]

77

i ={1,0,0};j ={0,1,0}; k={0,0, 1}; x = {x1, x2, x3};

Cross[(i +j), X1+ 2(j.x) i - (k.x)j
{2X2 +x3, -2x3, -x1 +x2}

m= {{0, 2, 1}, {0, O, -2}, {-1, 1, 0}};

Nul | Space[m]

{}
Ei gensi/st em[m]
{r. -5i(-i~ 15),%1(@@)}{%& -2, 1},
-31i-+/15 4 3 1 3i-/15 41 1
{_ —J'L+\/175Y_—J'L+\/EY }'{_ J'l+\/E’ ]'L+\/E' }}}

i) La linearita segue dalle proprig@del prodotto scalare e vettoriale.

0 2 1
iy M(f)=| 0 0 -2
11 0

kerf ={o}, imf =V3. iii) No.

(31]

a={{1, -1, 2}, {1, -2, 3}}; b={{-3, -4, 3, 0}, {-5, -9, 4, -1}};
X = {{x1, x2, x3, x4}, {x5, x6, x7, x8}, {x9, x10, x11, x12}};
Reduce[a. x == b]

X1 == -1-x9&8&x10 == -5 + X6&8&x11 == 1 + Xx7&&8x12 == -1 + x8&&
X2 == 6 - X6&8X3 == 1 - X7&8&x4 == 2 - x8&EX5 == 2 + X9

—)L]_—l —A2+1 —/\3+2 —/\4+1
Mg",gg' =S ll+2 124—5 13—1 R4+1 , Allz,/lg,/\4 eR.
Al )(2 )(3 )t4

[32]

a={{1, O}! T=1; 2}1 {O, 133
b={{1, 2, -1, 0}, {-1, -8, 11, 0}, {0, -3, 5, 0}};

Li near Sol ve[a, b]
{{1, 2, -1, 0}, {0, -3, 5, 0}}

) 1 2 -1 0
B8 —
M (h)‘(o -3 5 o)'
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[33]

X = {{x1, X2}, {x3, x4}};

1/2 {x + Transpose[x]}

H{le x2;x3}, {X2£X3, x4}}}

a={{1, 0, 0,0}, {0, 1/2, 1/2, 0}, {0, 1/2, 1/2, 0}, {0, 0, O, 1}};

Nul | Space[a]
{{0, -1, 1, 0}}

Ei gensyst em[a]
{{0, 1, 1, 13}, {{0, -1, 1, 0}, {0,0,0, 13, {0, 1, 1,0}, {1,0,0,0}}}

i) La linearita segue dalle proprigdella matrice trasposta.

1.0 0 0
1 1
o1 1o
i) M(f) =
1 1
o1 1o
00 01

e[ & 8)) mi-e((5 9)(23)(5 )

iv) A=

O, OO

0
1
0
0

OO

[34]

a={{2, 14, -7}, {0, -2, 2}, {0, -6, 5}};

Ei gensyst em[a]
{1, 2, 2}, {{-7,2,3}, {0,121, 2}, {1, 0,0}}}

-7 0 1
A=PIAP, P=| 2 1 0

3 20
(35]

a’={{1,0,0, 0}, {0, 1,0, 03}, {0,0, -1, 0}, {0, 0, 0, 0}};
b={{0 0, 2 1}, {2, 1,1, 0}, {0, 1, -1, 0}, {1, 0, O, 0}};

Mat ri xForm[b. a’. I nverse[b]]
0o -1 1 2

o O 1 2
0O 1 0 -2
0O O O 1
0 -1 1 2
. 0 0 1 2
DA=l0 1 0 -2
0 0 0 1
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1000 00 2 1
o010 ol |21 1 0|, auea
A={0 o 1 0l'B=l6 1 1 ol A=BAB™

00 0 O 100 0
[36]

79

a={1,2 0};b={0,1,1};c={1,1,1};i ={1, 0, 0}; j ={0, 1, 0};

Li near Sol ve[{a, b, c}, {Cross[i, a]l] +Cross[j, b]l, 2a. bb, {0, 0, 0}}]
1 1
{0, -4, -4y, {5, 2.8}, {-5, 2. 1}]

Nul | Space[A = Tr anspose[% ]
{{1, 1, 1}}

A {1, 1, 0}
(22 )
A {1, -1, 0}

1
(-3 7]
Reduce[A. {x1, x2, x3} == {l, 0, -1 }, {x1, x2, x3}]
| == 0&&x1 == x3&8x2 == x3

Ei gensyst em[A]
{{71, 0, 43, {{% 0, 1}, (1, 1, 1}, {0, 1, 1}}}

0 § 3
hM(H=| -4 2 2

4 3 1
i) im f = £(-4j - 4K, 3i+2j+3k), kerf = LG+j+1).
i) f(H) = £(3i-2i -k, ~3i-6) - 7k], 1K) = kerf,

iv) Si; V) A1 =0, kerf @ £(j, k) = Va.
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[37]

m = {{2, 0, -1, 1}, {1, 2, 0, -1}, {0, -1, 3, 1}, {1, 2, 1, -2}};
m = {{2h, -2, -1, -1},
{h, -2h, 4, 1}, {0, h+6, 1, -1}, {h, -2h +2, 5, 2}};

Mat ri xFor m[M= Tr anspose [Li near Sol ve [nl, n2]11]1]
h 0 0 0
0 -h 2 0
0 2 1 0
0 0 0 -1

Reduce[M {x,y, z, t} == {0, 0, 0, 0}, {X,y, z, t}]

== 488t == 0&8X == 0887 == -2y | |h == 08& == 088y == 088z == 0 |
t == 088X == 088y == 088z == 0&&4 +h # 0

Sol ve [Det [M] == 0]
{{h> -4}, {h->0}}

Mat ri xForm[Si npli fy[l nverse[M 1]

% 0 0 0
1 2

0 _42+h 4ﬁh 0

0 4+ h 4 +h 0

0 0 0 -1

b = Ei genval ues [M]

{71, h,E(lfhf 17+2h+h),§(17h+ 17+2h+h)}
Flatten[Tabl e[b[[i 11 ==b[[j11, {i, 4}, {j, 4}11;

Map [Sol ve, %

{({{3}, {{h>-1}3, {{h>-13}}, {}, {{h>-1}3, {{}}, {{h>-1}},
{{h>2}}, {{h>-1}}, {{h>-1}}, {{}}, {{h>-1-44i}, {h>-1+41i}},
{}, {th>2}}, {{h>-1-4i}, (h>-1+41i}}, {{}}}

Ei gensystem[M . h - -1]

{{-1, -1, -1, 33},

({0, 0,0, 13, (0, -1, 1, 0}, {2,0,0,0}, {0,12,1,0}}}

Ei gensystem[M . h - 2]

{{-3, -1, 2, 2},
{{o0, -2, 1, 0}, {0, O, O, 1}, {0, 1, 2, 0}, {1, 0,0, 0}}}

h 0 0 0
. 0 -h 2 0
DM =19 o 1 o[ NeR
0 0 0 -1

i) Seh#0,h# —4: kerf = {o}, imf = R%?;

a3 ) -2 8)(2 32 2)
el §)m-o((3 3)(2 2 2)
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=2l
o
o
o

0 -+ 2 0
i 4+h  4+h
iii) Se h# 0,h = —4: esistef 1, M(f™1) =
2 h
0 4+h 4+h 0

iv) f & semplice per ogri € R.

[38]

81

a={{1,1,1, 1}, {0, 1, -1, 3}, {2, 2, -1, -1}};
b={{1, 2, -3, 0}, {1, 1, 1, -2}};

Li near Sol ve[Tr anspose[a], Transpose[b]1]

LinearSolve ::”” nosol " : Li near equati on encountered which has no sol ution.

Li near Sol ve[{{1, O, 2}, {1, 1, 2}, {1, -1, -1}, {1, 3, -1}},
{{11 l}! {21 1}1 {731 1}1 {0, 72}}}

Non esisteg.

[39] A" = PAP, P e C33, detP + 0.

1 2 0 1 1 -1

. 2 0 O i, 1 0 -1

[40] i) M(f) = 0 -1 0 i) M(f) = 20 2
-4 -3 0 1 0 -1

iii) Non ne esistono.

[41]

c={{4, 1, -1}, {2, 5, -2}, {1, 1, 2}};

Char act eri sti cPol ynomi al [c, x]
45-39x +11x% -x°3

Ei gensyst em[c]
{{3, 3,5}, {{1,0, 13}, {-1,1, 0}, {1, 2,1}}}

3

) P) = -A3+112-30+45. ii)Ad3=3,m, =2 A,=5m,=1.

i) Si; P =

=N

-1 1
1 2
0 1
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[42]

m = {{1, 2, -1}, {0, 1, -1}, {1, 2, 0}};
n2 = {{-8, -10, -10}, {-6, -8, -10}, {-5, -7, -6}};

a = Transpose[Li near Sol ve[ml, n2]]
{{1, -3, 3}, {3, -5, 3}, {6, -6, 4}}

Mat ri xFor m[a]

1 -3 3
3 -5 3
6 -6 4

Nul | Space[a]
{}

a. {-3, 1, 0}

{-6, -14, -24)

I nversefa]l. {-3, 1, 0}

{0, -2, -3}

I nversef[a]l. {0, O, 1}

{% E 1}

8' 8 4

Ei gensyst em[a]

{{-2, -2, 4}, {{-1,0, 1}, {1, 1, 0}, {1, 1, 2}}}

1 -3 3
i) A=| 3 -5 3 |. iii) kerf ={o}, imf =7
6 6 4

wioo-2((3 L)(3 ) reo-2((2 32 2)

V) Si (la molteplici@ degli autovalori coincide con la dimensione degli autospazi);
2 g1 1 -1 0 11
' “\\o o)’y o 1)'\M0 2

0
vi) A’ = -2
0

N OO

0
0

[43]

a={{1, 2, 1}, {0, 1, 3}, {2, 5, 5}};

a. {1, 0, 1}
{2,3, 7}

a. {-1, 0, 1}
{0, 3, 3}

Reducela. {X, Yy, 2z} =={l -m O, | +m}, {X, vy, 2}]
| ==3mM&&X ==2m+52&8y == -3z

f((]_{) = -E((Za 31 7)1 (01 11 l))! f_l(q—{) = -E((Sv _31 1)1 (11 01 0)) .

00 O
[44) M(f)=[ 0 0 0 |, 2eR,A+0.
LA =2
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[45]

X = {x1, x2, x3};a={1, -1, 1}; b={1, 0, 1};

Sinmplify[Cross[a, x] +b.aCross[b, x]1
{-3x2-x3, 3 (x1-x3), x1+3x2}

a={{0, -3, -1}, {3, 0, -3}, {1, 3, 0}};

Nul | Space[a]
{{3, -1, 3}}

a. {-1, 0, 1}
{-1, -6, -1}

a. {1, 1, 0}
(-3, 3, 4}

Reducefa. x == | b, x]

| == 08&8x1 == X3&&X2 == —ﬁ

S
p={{1, 1, 0}, {1, -1, 0}, {O, 1, 2}};

Mat ri xFor m[l nverse[p]. a.p]

0o 1 -4
3 1 2
7 3
L2
2 2

Ei gensyst em[a]
{{o, -iv19, i 13},
{{3,1—1, 33, {% (-9:@), _13—011 (]'HVE), 1},
{p (-9+iv19), f5i -1+ V19), 1}}

i) La linearita di f segue dalle propriatdel prodotto vettoriale.

0 -8 -1
i) A=M38(f)=| 3 0 -3
1 3 O

iii) ker f = £(3i—j + 3k), imf = £3j +k, —i + k).

iv) f(W) = LG+6j+k,-3i+3j+4k), T1(U) =kerf.

1 1 0 0 1 -4
VVP=| 1 -1 0|, A=PtAP=| -3 1 2 | viNo.
01 2 I -3
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[46]

a={{1, 2}1 {1, 0}}" b= {{31 13, {-1, 1}};

(a.b). {1, 1}

{4, 4}

Sol vel[a. {X, Yy} ==b. {X, ¥}, {X, Y}1]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variables.
{{x- 31}

Sol ve[ (a.b). {x, y} == (b.a). {X, ¥}, {X, Y}]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variabl es.
{{x->-y}}

i) (foQ)(vi+va)=4vi+4vy. i) x=@QA,20), Ae€R, y=(,-t), teR.

1 1 0
[47) M(f)y=] 0 2 -1 |, kerf =L((-1,1,2), imf = £((1,0,2),(1,2,-4)),
2 -4 3
1 1 O
per esempioM(g)=| 0 2 0 |, kerg= £((0,0,1)), img=imf.
2 -4 0
[48]

a={{1, 1, 0}, {-1, 1, 0}, {2, -1, -3}};

Ei gensyst em[a]

({-3,1-1,1+1},
{{0, 0,1}, {7-61i, -6-71,5}, {7+61, -6+71,5}}}

) No. ii)Si; 8B=((0,0,1),(7-6i,—-6—7i,5),(7+6i,—6 + 7i,5)).

[49]

a={(1, 0, 0}, {-14, 8, 2}, {42, -21, -5}};

Ei gensyst em[a]
{{1, 1, 23}, {{1,0, 7}, {1, 2, 0}, {0, -1, 3}}}

100
)MEE(f)y=1 0 1 O
0 0 2

B =(1,0,7),(1,2,0),(0,1,-3)).

i) W =V = £((1,0,7),(1,2,0)).

Universit@ di Torino



Capitob 6 — Soluzioni - Applicazioni lineari

(50]

85

a={{1,0,0,03, {0,0,1,0}, {0,1,0,0}, {0,0,0,1}};

I nverselal]
{{1, o, 0, 0}, {0, O, 1, O}, {0, 1,0, 0}, {0,0,0, 1}}

Nul | Space[al
{}

Ei gensyst em[a]
{{-1, 1,1, 13, {{0, -1, 1, 0}, {0,0,0, 1}, {0,1,1,0}, {1,0,0,0}}}

i) La linearita di f segue dalle propriatdella matrice trasposta.

1 0 0O
.. {0010 1y
i) M(f) = 0100 i) M(f~) = M(f).
0 0 01
1 0 0 O
. N . .01 0 O
iv) f e semplice; B’ = 00 1 0
0O 0 0 -1

(6 0)(2 o5 25 5))

[51]

a= {{x1, x2}, {x3, x4}};

Mat ri xFor m[a - 2Tr anspose[a]]
-x1 X2 -2x3
-2 X2 +x3 -x4

A={{-1, 0,0, 0}, {0, 1, -2, 0}, {0, -2, 1, 0}, {0, 0, O, -1}};

A {1, 0, 0, -1}

{-1, 0,0, 1}

Reduce[A. {x1, x2, x3, x4} == {t1, t2, t3, -t1}, {x1, x2, x3, x4}]
1

X1 == 1188x2 == 3 (-12-213)8&X3 == = (-2t2-t3)&&x4 ==t 1

w| =

Ei gensyst em[A]

{{-1, -1, -1, 3},
{{0, 0, 0, 13, {0, 1, 1, 0}, {1,0, 0,0}, {0, -1,1,0}}}

1.0 0 0

0 1 -2 0
MO=l o 5 1 o |

0 0 0 -1

) f(W) =W, YW =W,

-1 0 0 O
ii) f &sempliceD = 8 _01 _01 8 & riferita alla base:
0O 0 0 3
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w-((8 518 a8 88 T

[52]

m={{1, -1, 1, 1}, {2, 1, 0, 1}, {3, 0, 1, k}};

Reduce[m {x1, x2, x3, x4} == {0, 0, 0}, {x1, x2, x3, x4}1]

k == 2&8x2 == -2 x1 - x4&88x3 == -3x1 -2 x4 |
X2 == -2 X18&8x3 == -3 x1&&x4 == 0&& -2 +k £ 0

M(f) =

wWN P

-1
1
0

P orR

1

1], keR;

k

sek £ 2: imf = S(R%?), kerf = £((-1,2,3,0));

e -1 1 10 B
sek=2.|mf—.£(( 1 0),(0 1)) kerf = £((-2,1,0,3),(1,0,1,-2)).

(53]

a={{1, 0, 2}, {-1, 2, 2}, {1, -1, -1}};

Ei gensyst em[a]
{{-1, 1, 2}, {{-1, -1, 13, {1, 1, 0}, {2, -1, 1}}}

) Si. i) h=—1.

[54]

a={{1,0, -1, 0}, {0, 1, O, 1}, {0, O, O, 1}, {1, 0, O, -1}};
b={{2, -1, -3}, {0, 2, 2}, {1, -1, -2}, {1, 3, 2}};

m= Tr anspose [Li near Sol ve[a, b]]
{{2, -1, 0, 1}, {2, 3, 3, -1}, {0, 4, 3, -2}}

Nul | Space[m]
{{-1, 2,0, 4}, {-3, -6,8,0}}
Sol ve[m {x1, x2, x3, x4} == {-2t, -t, t}, {x1, x2, X3, x4}]

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variabl es.

{{Xl%—%—%—%, XZetZ—%?,Jr%}}

i) Esiste una sold percl€ i vettori: (1,0, -1, 0), (0, 1,0, 1), (0,0,0, 1), (1,0, 0, —1) costituiscono una base &i*.

2 -1 0 1
MEE(fy= 2 3 3 -1 J doveB & la base canonica #* e 8’ & la base canonica #i(R%2).
0 4 3 -2

ii) ker f = £((3,6,-8,0),(1,-2,0,—4)), imf =£(( 2 1 )( _11 j ))

i) fY(W)=kerf ® £((-7,2,0,0)).
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[55]
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X = {X1, x2, x3}; u={1, -1, 1};

(u.x) u -3x
{-2%x1 -%x2 +%x3, -x1-2x2-x3, X1 -x2-2x3}

m= {{-2, -1, 1}, {-1, -2, -1}, {1, -1, -2}};

Nul | Space[m]
{{1, -1, 1}}

Ei gensyst em[m]
{{-3, -3, 0}, {{-1,0, 1}, {1, 1, 0}, {1, -1, 1}}}

i) La linearita di f segue dalle propriatdel prodotto scalare.

2 -1 1
MBB(fy=| -1 -2 -1 [;
1 -1 -2

iykerf = La—j+k), imf = £LRi+j-ki+2j+k).

3 0 0 11 1
i) D=| 0 -3 0|, P=| 0 1 -1
0 0 0 1 0 1

[56]

a={{1, h}, {1, -13}}; x = {{xX1, X2}, {x3, x4}};

b=a.x-x.a
{{-%x2+hx3, -hx1+2x2+hx4}, {x1-2x3-x4, x2-hx3}}

Reduce[b == {{0, 0}, {0, 0}}, {x1, x2, x3, x4}]
X1 ==2x3 + x4&8x2 == h x3

m= {{0, -1, h, 0}, {-h, 2, 0, h}, {1, 0, -2, -1}, {0, 1, -h, 0}};

c = Ei genval ues[m]

{o, 0, 2v1+h, 2\/l+h}
Flatten[Tabl e[c[[i 11 ==c[[j 11, {i, 4}, {j, 4}11;

Map[Sol ve, %

({03} {03}, {th>-13}, {{h>-1}3, {{}}, {{}},
{{h>-1}}, {{h>-1}}, {{h>-1}}, {{h>-1}}, {{}},
{{h>-1}}, {{h>-1}}, {{h>-1}}, {{h>-13}}, {({}}}
Ei gensystem[nY. h » -1]
{{0, 0, 0, 0}, {{2,0,0, 1}, {2, -1,1, 0}, {O,0,0,0}, {0O,0,0,0}}}

Ei gensystem[ny . h -» 3]

{{-4, 0,0, 4},
{{-1, -1, 1, 13}, {1, 0,0, 1}, {2,3,1, 0}, {-3,9, -1, 3}}}

0O -1 h O

. -h 2 0 h

DMtH=1 | o o _1 | hek
0 1 -h O
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kerfzﬁ((é ;’)(i g)) heR. i)h> 1.
o33 e A5 S 3))

iv) imf mw=£(( ’y i))

[57]

A={{1,0 -1,2,3}, {2,-1,0,1, 2}, {-3,1,1, -3, -5}};

Nul | Space[A]
{{-3, 4,00, 13, {-2,-3,0, 1,0}, {1, 2,1, 0, 0}}

m= {{0, -1, 1}, {-1, 0, 1}, {-2, h, h"2}};

Sol ve[Det [m] == 0]
{{h>-2}, {h->1}}

i) kerf = £((-3,-4,0,0,1),(-2,-3,0,1,0),(1,2,1,0,0)), imf = £((0,-1,1),(-1,0,1)).

II) h= —2, h=1. III) f((W) = {(X]_,X2,X3) S [RS/X]_—XZ + X3 = 0}

(58]

a={1, -1,0}; b={0, 1, 1}; X={x, Y, 2};

Silnplify[X— ((X.Cross|[a, b])/iCross[a, b].Cross[a, b]l))Cross|[a, bl]

{§ (2X -y +2), 3 (-Xx+2y +2), 3 (x+y+22)}

m= {{2/3, -1/3, 1/3}, {-1/3, 2/3, 1/3}, {1/3, 1/3, 2/3}};

Nul | Space[m]
{{-1, -1, 1}}

Ei gensyst em[m]
{{0, 1, 1}, {{-1, -1, 13, {1,0, 1}, {-1,1,0}}}

i) f associa ad ogni vettore € V3 la sua proiezione ortogonale sul piano vettoriale individuata @éedab.

2 11

3 3 3
100
i) MEE(f)y=| -2 £ 1 | i) MEF =0 1 0
000

11 2

3 3 3

iv) kerf = LG+j-k),imf =L2i-j+k,i-2j-k).
f & sempliceB=(-i-j+k,i+k,-i+]).

| risultati conseguiti nel punto iv) si possono ottenere tenendo conto del significato geometficanéatti gli
autospazi dif sono, rispettivamente, generati dai vettori paralleli e ortogonali\a .
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[59]

89

B = Li near Sol ve[{{1, O, O}, {0, 1, O}, {1, O, 1}},
{{1, 0, h}, {0, 2, 1}, {1+h, 0, 1+h}}];

A = Transpose[B]
{{1, 0, h}, {0, 2, 0}, {h, 1, 1}}

b = Ei genval ues [A]
{2,1-h, 1+h}

Flatten[Tabl e[b[[i 11 ==b[[j11, {i, 3}, {j,3}¥11;

Map [Sol ve, %

({3}, {th>-1}), {({h>1}}, ({h>-1}},
{{}}, ({th>03}, (th-1}3, {(h>0}}, ({}})

Ei gensystem[A/. h - -1]

{{0, 2, 23}, {{1,0, 1}, {-1,0, 1}, {0, 0, 0}}}
Ei gensystem[A/. h - 1]

{{0, 2, 23}, {{-1,0, 1}, {1, 0, 1}, {0, 0, 0}}}
Ei gensystem[A/. h - 0]

({1, 1, 23}, {{0,0, 1}, {2,0, 0}, {0, 1,1}}}
(M.h-1).{1, 0, -1}

{0, 0, 0}

(A.h->1).{0, 1, 1}
{1, 2, 2}

10
hM(f)=| 0 2 heR;
h 1

[l el=)

f & semplice peh & {-1,1}; i) f(W)= L(( ; g ))

[60]

X = {{x1, x2}, {x3, x4}}; B= {{1, 0}, {h, -1}};
Sinmplify[lnverse[B]. X B]
{{x1+hx2, -x2}, {h?x2-x3+h (x1-x4), -hx2 +x4}}
A= {{1, h, 0, 0}, {0, -1, O, 0}, {h, h"2, -1, -h}, {0, -h, 0, 1}};:
Sol ve[Det [A] == 0]
{}
Ei gensyst em[A]
{t-1, -1, 1,1y,
2 2
{{71, = @, 1}, (0,0, 1,0}, {1, 0, 0, 1}, {H’ 0,1, o}}}
Ei gensystem[A/. h - 0]
{{-1, -1, 1, 13, {{O0, O, 1, O}, (O, 1, O, O}, {O0,0,0, 1}, {2,0,0,0}}}

Ei gensystem[A/. h - 1]

{{-1, -1, 1, 1},
{{-1, 2, 0, 13, {0, O, 1, O}, {1, 0,0, 1}, {2,0,1, 0}}}

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica



90 E. Abbena, G.M. Gianella — Esercizi di Geometria e Algebra Lineare Il

1 h 0 O

. 0 -1 0 O

I) M(f) = h h2 1 —-h |’ heR
0 -h O 1

f & unisomorfismo per ogi € R.

i) f e semplice perogriie R.

wo-((3 32 95 (3 )

[61]

a={{-1, -1, 1}, {1, 0, 1}, {1, -1, 0}};
b ={{0, 0, 0}, {1, 2, -3}, {-1, 1, 0}};

Li near Sol ve[a, b]

{{0, 1, -13, {1, 0, -1}, {1, 1, -2}}

Mat ri xFor m[A = Transpose[%] ]

0 1 1
1 0 1
-1 -1 -2

Ei gensyst em[A]
{{-1, -1, 0}, {{-1,0, 13}, {(-1,1, 0}, {-1, -1, 1}}}

0 1 1
hA=| 1 0 1
1 -1 -2

i) f esempliceB =((1,1,-1),(-1,1,0),(-1,0,1)).

[62]

X= {{x1, x2}, {x3, x4}}; B={{-1, 2}, {h, -6}};

X. B
{{-x1+hx2, 2x1-6x2}, {-x3+hx4, 2x3-6x4}}

A={{-1, h, 0, 0}, {2, -6, 0, 0}, {0, O, -1, h}, {0, 0, 2, -6}};

Reduce[A. {x1, x2, x3, x4} == {0, 0, 0, 0}]
h == 3&&x1 == 3 x2&8&x3 == 3 x4 | |
X1 == 0&8&x2 == 0&&x3 == 0&&x4 == 0&& -3 +h # 0
(A/.h-3).{0, 1, -1, 0}
{3, -6, 1, -2}

Ei gensystem[A/. h - 3]
{{-7, -7, 0, 0},
({0, 0, -1, 23, {-1, 2,0, 0}, {0,0, 3,1}, (3,1,0,0}}}

-1 h 0 O

. 2 -6 O 0

i) M(f) = o o -1 h | heR;
O 0 2 -6

seh # 3: f & unisomorfismo,
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an-srer- (3 3)(3 Dpmr-s((3 3)( 2 2)

i) h=3: f e semplice. iii)f(W) =.£(( i :S ))

(63]

A={{2, 0, 0}, {0, 1, 0}, {-1, 0, 1}};
B={{1, 0, 0}, {1, 2, 0}, {-1, -1, 1}};

Ei gensyst em[A]
{{1, 1, 23, {{0, 0, 13, {0, 1, O}, {-1, 0, 1}}}
Ei gensyst em[B]
{{1, 1, 23, {{0, 0, 1}, {-1, 1, O}, {0, -1, 1}}}

2 00 1 0O
)A=CIAC,A=|0 1 0, C=| 0 1 0

0 01 -1 0 1

2 00 0O 1 0

B=DBD,B=(010|D=|1 -1 0

0 0 1 -1 0 1

i) A e B sono associate allo stesso endomorfismo pefc¢h= B’, quindi:
B = (CDH)'ACD™).

[64]

a={{2, 1,0}, {1, 0, -1}, {1, 0, 1}};
b={{h, 2, 0}, {0, 1, -h}, {0, 1, h}};

Li near Sol ve[a, b]
{{0, 1, 0}, {(h, 0, 0}, {0, 0, h}}

Mat ri xFor m[A = Transpose[%] ]

0 h O
1 0 O
0 0 h

Ei gensyst em[A]

{-vn vhn} {{-vh 1,0}, {¥h, 1,0}, 10,0, 13}}

i) Esiste una sold perch€ i vettori(2,1,0), (1,0, -1), (1,0, 1) costituiscono una base &i®.

0 ho
i) M(f)y=| 1 0 O [;fésemplices&d> 0.
0 0 h
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7 8
{-1v1-5 3
-1 1 -1
-1 -1 1
.

g 2 2
3 0 3

Nul | Space[A]
{}

ul=1{1,3, 2};u2=(-1,1,1};u3={1,0, 2};vl={1,0, 1, 0};
v2={-1,1,0,2}; v3={1,2,1,0};v4={20, 1, 2);

Li near Sol ve[{ul, u2, u3}, {vl-v3, v2+v4, v2-v4}]

Mat ri xFor m[A = Transpose[% ]

1, -1,

1
=0
3

1 4

9’ 3

b (n a5 4

i) (u1,up,u3) & una base di3.

1 1
-1 -1

iy M=
3 3
8
-3 0

heR; f &unmonomorfismo.

i) imf W =.L(3,-5-10).

[66] i) M(f) =

[oNeNeN

i) £(S) =S, f(A) = A;

[67]

O OO

[eNeN Ne)

= OOOoO

v) S, A;

. i) ker f = {o}, imf = R??;

V) sl perclé S @ A = R?2.

Li near Sol ve[a, b

1 2 3
-1 -2 k
2 4 6

1

a={{0, 1, 2}, {2, 0, -1}, {1, 3, -1}};
b={{8, -2+2k, 16}, {-1, -2 -k, -2}, {4, -7 -k, 8}};
({1, -1, 2}, {2, -2, 4}, {3, k, 61}

Mat ri xFor m[A = Transpose[% ]

Reduce[A. {x1, x2, x3} == {0, 0, 0}]
X1 == -2X2&8&x3 == 0] |k == -3&8&x1 == -2 x2 - 3 x3&&x3 # 0

Ei gensystem[A/. k » -3]
{{0, 0, 5}, {{-3,0, 1}, {(-2,1, 0}, {1, -1, 2}}}

i) f &lineare ¥k € R) percke ((0,1,2),(2,0,-1),(1,3,-1)) & una base dr .

1
i) A=M(f) =
2

-1

2 3
-2 k|, keR;
4 6
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sek + -3: kerf = £((-2,1,0)), imf = £((1,-1,2),(3,k,6));

sek=-3: kerf = £((-2,1,0),(-3,0,1)), imf = £((1,-1,2).

0
i) A= 0 , 8=(-210),(-3,0,1),(-1,1,-2)).
0

O OO

0
0
5

(68]

93

A= {{0, -2, -2}, {2, 4, 2}, {-2, -2, 0}}:

Nul | Space[A]

{{1, -1, 1}}

A {-1, 0, 1}

{-2, 0, 2}

A {-1, 1, 0}

{-2, 2, 0}

Reduce[A. {x1, x2, x3} == {-3t1, t2, t1}, {x1, x2, x3}]
t2--2t18&8x1 ::% (-t1-2x2)&8x3 ::% (3t1-2x2)

Ei gensyst em[A]
{{0, 2, 2}, {{1, -1, 1}, {-1,0, 13, {-1,1,0}}}

([ E)(E 28 )
e (3 (8 12 2)

0o -2 -2
i) A=MBE(H)=| 2 4 2 |
-2 -2 0

kerf=L(( 1t )) imf:L(( A é)'(_ol i))
i f(ﬂ)=£(( _ol i)’(_11 2))
el 4 )3 3))
x|

[69]

oOOoON

0
2
0

A={{1, 1, 0}, {2, 1, 1}, {1, O, 1}, {0, 1, -1}};

Reduce[A. {x1, x2, x3} == {t1, -t1, t2, t3}, {x1, x2, x3}]
t2==-2t188& 3 ==3t1&8%1 == -2t1 - x3&8&%2 ==3t1 +x3
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11 0
2 1 1
MO=11 o0 1 |
01 -1

f_l((]_{) = L((_Zv 31 0)1 (_11 11 1)) .

[70]

A= {{-2h, -1, h}, {1, 0, 1}, {0, O, h}};

b = Ei genval ues [A]
{h, h-vV-1+h2, -h+V-1 +h2}

Flatten[Tabl e[b[[i 1] ==b[[j11, {i, 3}, {j,3}11;

Map[Sol ve, %

{to1. {{n--Z5 )} {fn- TH {{ns-5
(-1, (o1 {{hs =4} (o -1 o1, ()]

Ei gensystem[A/. h - 1]
{{-1, -1, 13, {{-1, 1, 0}, {0, 0,0}, {0,121, 1}}}

Ei gensystem[A/. h - -1]
{{-1, 1, 13, ({0, -1, 13, {1, 1, 0}, {0, 0,0}}}

Ei gensystem[A/. h»1/Sqrt [3]]
{{% % -iv3}, {{% 1,0}, (0,0,0, {-iv3, 1, 0}}}
Ei gensystem[A/. h- > - |/Sqrt[3]]

(-5 55 18 ({55 2.0) ©.0.01, {135, 1.0}))

-2h -1 h
i) M(f) = 1 0 1|, heR; f é&semplicesé¢n > 1.
0 0 h

i) f &semplicesdr+ +1,eh++ \/§

[71]

u={1,0, -1,1};v={0,0, 2 -1};w= {2, 0, 4, -1};
RowReduce[{v, w, u}]
1 1
{003} {o, 01, -2} 10,0 0, 03}
RowReduce[ {u, v, w}]
1 1
{003} {o, 01, -2} 10,0 0, 03}
A={{1, 1,0, 0}, {0, 0, 0, 0}, {-1, -1, 4, -2}, {1, 1, -2, 1}};

Nul | Space[A]
{{0, 0,1, 2}, {-1, 1, 0, 0}}

ue Lv,w), we L(uvV).

i) No percké w € L(u,v) 2 Va2, quindi w deve essere autovettore di autovalore 2.
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1 1 0 0

iiiy M(f) = _01 01 2 _g , dimkerf = 2.
1 1 -2 1

[72]

95

A={{1, 1, 1}, {0, 1, 1}, {2, 1, 1}, {1, 2, 2}};

Nul | Space[A]

{{0, -1, 1}}
A {-2, 1, 0}
(-1, 1, -3, 0}

Reduce[A. {y1, y2, y3} == {-2x2, X2, x3, x4}, {y1, y2, y3}]
X3 == -5X28&88&x4 == -X2&&Yy1 == -3 X2&&y2 == X2 -y3

11
i) M(f) =

PN O
N R
N R

kerf = £((0,-1,1)), imf = £((1,0,2,1),(1,1,1,2)).
i) f(H) = £((1,1,1,2),(-1,1,-3,0)).
i) fL(K) = £((0,-1,1),(-3,1,0)).

[73]

A= {{-1, 1, 6}, {0, -1, 0}, {0, O, 2}};

Mat ri xFor m[B = | nver se [A]]
-1 -1 3
0 =il

0 0

0
1
2
A {-1, 1, 0}
(2, -1, 0}

B. {-1, 1, 0}
{0, -1, 0}

Ei gensyst em[A]
{{-1, -1, 23, {{1, 0, 0}, {0, O, O}, {2, 0, 1}}}

I X=-X -y +37
i) Equazionidif~t: { y=-y

_1
z_zz.

i) f(H) = £((-2,1,0),(6,0,2), f-4H) = £((0,1,0),(3,0, 3)).

iii) f none semplice.
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[74]

A= {{a, 1}, {1, a}, {1, -1}};

Reduce[A. {x1, x2} == {0, 0, 0}, {x1, x2}1
a==-1&8x1 == x2| | X1 == 0&8&x2 == 0&&1 +a + 0

Nul | Space[A/.a - -1]
{{1, 11}

) M(f) =

(NN

1
a ] aeR. ii)a=+-1.
-1

i) ker f = £((1,1)), imf = £((-1,1,1)).

[75]

A={{0, 2+1,0}, {2-1,0, 1}, {0, 1, 0}};

Ei gensyst em[A]

{{o, /6, %}, {{-2-]1, 0, 53, {2”1, 6, 1}, {2“1, N 1}}}

A & diagonalizzabile: autovalork; = —v6, 1, = 0, A3 = V6;

base di autovettoriB = (2 +i,-V6,1),(=2-1,0,5),(2+ i, V6, 1)).

[76]

A= {{3, 2, 1}, {-3, -2, h+1}, {6, 4, 2}};

Reduce[A. {x1, x2, x3} == {0, 0, 0}, {x1, x2, x3}1]
h==-288&x1 ==% (-2%x2 -x3) | [x1 == —ZLQ)LZ&&X3 ==0&82 +h # 0
Ei gelnval ues[A] 1

{0, 5 (3-vai+16n), 2 (3+vaT+16n)}

Sol ve[%] [31] == 3]

{{h->-2}}

Ei gensystem[A/. h - -2]
{{0, 0, 33}, {{-1,0, 3}, {-2, 3,0}, {1, -1, 2}}}

i) Seh=-2: kerf = £((-1,0,3),(-2,3,0)), imf = £((1,-1, 2)),

seh+ -2: kerf = £((2,-3,0)), imf = £((1,-1,2),(1,h+ 1, 2)).

0 0O
i) D=1 0 0 O

0 0 3

-1 -2 -1
, P=1 0 3 1]
3 0 -2

i) h=-2.
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[77]

A= {{0, h, h}, {1, h"2-h, 1}, {h-1, 0, h-1}};

Reduce[A. {x1, x2, x3} == {0, 0, 0}, {x1, x2, x3}1]
h == 0&8x1 == -x3| |h == 088X 1 == X28&8X3 == X2 |
h == 1&8x1 == X2&88X3 == -X2| |
X1 == 0&8x2 == 0&&%x3 == 0&& -1 + h + 0&&h + 0
Ei gensystem[A/. h - 1]
{{-1, 0,1}, {{-1, 1,0}, {-1, -1,1}, {1, 1, 0}}}

i) h=0, kerf = £((-1,0,1),(0,1,0)).
i) A1 =-1Vy, =L(-1,1,0); 22 =0, Vi, = L((-1,-1,1); 23 =1, Vi, = £((1,1,0)).
iii) f e semplice.

[78]

A= {{0, -1, -1}, {-1, 0, 1}, {1, -1, -2}};:

Nul | Space[A]

{{11 711 l}}

A {1, 2, 0}

=2, =i, =iL}

Reduce[A. {x1, x2, x3} == {a, 2a, b}, {x1, x2, x3}1
== —a&8&x1 == -2a + Xx3&_&%2 == -a - x3

Ei gensyst em[A]

{{-1, -1, 0}, {{1, 0,1}, (1,1, 03, (1, -1, 1}}}

0 -1 -1
hMH=| -1 0o 1 |;
1 -1 -2

kerf = £((1,-1,1)), imf = £((0,-1,1),(1,0,1)).
i) f(H) = £((2,1,1),(-1,1,-2)); fX(H) = £(1,-1,1),(2,1,0)).

iii) f esempliceB =((1,-1,1),(1,0,1),(1,1,0)).

[79]

a={{0,1, -1}, {1, -1, 1}, {-1, -1, 0}};
b=1{{0, 1, -1}, {0, 0, 0}, {1, 1, 0}};

Li near Sol ve[a, b]
{{0, 1, -1y, {-1, -2, 1}, {-1, -3, 2}}

Mat ri xFor m[A = Tr anspose [%] ]

0 -1 -1
1 -2 -3
-1 1 2

Nul | Space[A]
{{1, -1, 1}}

Ei gensyst em[A]
{{-1, 0, 13, {{1, 1, 03}, {1, -1, 13, (O, -1, 1}}}
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i) f & un’applicazione lineare perek’definita mediante 'immagine dei vettori di una bas®di, inoltre, dalla
definizione g chiaro che ammette tre autovalori distiriti:1, 0, 1), quindié semplice.

0 -1 -1
iy MBB(fy=| 1 -2 -3
-1 1 2

i) ker f = £((1,-1,1)), imf = £((0,1,-1),(-1,-2,1)).

(80]

A= {{-2, -9, 3}, {1, 4, -1}, {1, 3, 0}};

Nul | Space[A]
{{731 11 l}}

A {-2,1, 0}
{-5, 2, 1}

A {0, -2, 1}
{21, -9, -6}

Ei gensyst em[A]
{{0, 1, 1}, {{-3,1, 13, {1,0, 1}, {-3,1,0}}}

2 -9 3
iyM(H=| 1 4 -1
1 3 0

kerf = £(-3+X+X?), imf = £L(-2+ X+ X?,3-X).
i) H=L(=2+x-2X+x2), f(H) = L(-5+ 2x+x2,7 - 3x— 2.

iV) A1 =0, my, = 1, V/\1 =kerf; 2, =1, my, = 2, V)L2 = £(1+X2, -3+X).

0 0O

V)D=| 0 1 0|, B=(-3+x+x5,1+x%-3+X).
0 01

[81]

A={{2, -1, 0, -1}, {0, -3, -2, 1}, {4, 7, 6, -5}, {3, 0, 1, -2}};

Nul | Space[A]
{{2, 1, 0, 3}, {-1, -2, 3, 0}}

Ei gensyst em[A]

{{0, 0, 0, 3},
{{2,1, 0, 33, {-1, -2, 3, 0}, {0, 0,0, O}, {1, -5,17, 4}}}

Reduce[A. {x1, x2, x3, x4} == {0, a, b, ¢}, {x1, x2, x3, x4}]

==-3a&8&2c == -a&&x1 =5 (-a-2x3+4x4)&8x2 ::% (-a-2x3+x4)
2 -1 0 -1
. 0 -3 -2 1
DM =14 7 6 5|
3 0 1 -2
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ker :L(( 2 1 )( -1 _02 )) imf = £2+ 4x% + 33, -1 — 3x + 7x?).
mNmimfﬁgzz«é S)(? f)(g é»

(82]

a={{1,1,0, -1}, {2, 0, 1, 0},
{0, 0, 0, 1}, {0, 1, 0, -1}, {-2, 0, 0, 1}}:

b={{0, 1,1, -1}, {h, 3, -h, 0}, {0, 0, 0, |},
{al, a2, -4a4, a4}, {0, 0, 0, 0}}; X={{x1, x2, x3, x4},
{x5, x6, x7, x8}, {x9, x10, x11, x12}, {x13, x14, x15, x16}};

Reduce[a. X==Db]

al == 0&&a2 == 1&&a4 == —%&&J == —g&&

X1 == 0&8&x10 == 3&8&x11 == -h&&x12 == %&&XlS == 0&&

x14 == 0&&x15 == 0&8&x16 == —g&&XZ == 0&8&x3 == 0&&
X4 == —%&&XS == 0&&X6 == 1&8X7 == 1&8&x8 == —%&&XQ ==h

Li near Sol ve[a, b/. {al -0, a2->1, a4 » -1/4, | » -3/2}]

[fo.00.-2), o111}, fra 0 3. fo.0.0.2])

Mat ri xFor m[A = Transpose[% ]
0 0 h 0

0 1 3 0

0 1 -h o0

3 7 3 3
4 4 2 2
Sol Ve[mt [A] == 0]
{{}}

B = Ei genval ues [A]

{7; 0, % (17h7\/13+2h+h2), % (17h+m)}

Flatten[Tabl e[B[[i 11 ==B[[j 11, {i, 4}, {j, 4}11;

Map [Sol ve, %

[ton 0. {{h- 1) 0000 (0 =31, 0, {{h-25]),
({th>-3}}, ({1}, {{he—l—Zj\/g}, {h»71+2]1v5}},
0, 0, {{h>-1-213}, {hs-1+21V3) ) (]

{0}, {th>13}, ((h>1}3, ({h>1)},
{13, {th->13), (th-13), (th->133, ()

Ei gensyst em[A/. h - 3/10]

(-3 20 %)

[(0,0,0,1}, (0,0,0,0, {-2,0,0, 1}, {- 1oz, 207 922 411}

~ 655’ 131’ 655’ !
Ei gensystem[A/. h » -3]

(3004}

{{o, 0,0, 13}, {-2, 0,0, 1}, {0, 0, 0, 0}, {- 1—6, 85—8, ?, 1}}}
Ei gensysst em[A/.h-»]z.] 4 4
{-2-3 02} {{55 25 39 1) e 28
{0, 0,0, 1}, {-2, 0, 0, 1}, {7 =~ 1}}}
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0 1 3 0
i) M(f) = ., heR.
0O 1 -h O

|
Alw
|

3
2

NN
|
Nlw

ii) f &unisomorfismo per ogtieR.
iii) f &semplice sé ¢ {—3, 1—30}

[83]

A= {{1, O}! {1, 1}, {1, _2}};

Li near Sol ve[A, 3ldentityMatrix[3]]

Li near Sol ve[{{1, O}, {1, 1}, {1, -2}}, {{3, 0, 0}, {0, 3, 0}, {0, O, 3}}]

LinearSolve ::’” nosol ” : Li near equation encountered which has no sol ution.

1 0
i) A= 1 1 |. iii) Non esisteg.
1 -2

[84]

A={{1, 1, 1}, {2, -3, 0}}; X={{x1, x2}, {x3, x4}, {x5, x6}};

Reduce[A. X==4l dentityMatrix[2]]

X 1 1
X1 == “2@8X2 == 5 (4+3X4)&&x5 == 5 (8 -5x3)&&x6 == 5 (-4 -5x4)
y 1 1 1
||)A=(2 23 0).
a2+ 3x
i) M(g) = X3 X4 . X3,% €R.
4—gX3 - —§x4
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[85]

101

A= ({1, 1+1, -1}, {-2-1, 0, 0}, {2, 0, 1}};

Mat ri xFor m[B = A+ Tr anspose [Conj ugat e[A]]]
2 1+2i 2-i
1-23i 0 0
2+i 0 2
Ei4genva| ues[l%]4 1 /s
1
5+ 73 5 (37+31Va215)
3 . 3
3 (37+31«/4215)
4 17 (1+1+3)
2 1/
g (37 + 3 1 v4215)

S I ——
33(37+3jm)1/36(1+1\/§) (37+31M) }

3,% (1-1+3) (37+3j\/ﬁ)1/3,

Si verifica cheB & una matrice hermitiana, quindi diagonalizzabile.

[86]

a={{2, 3, -4}, {1, -2, 3}, {5, -4, 1}};
b ={{2, -4, 3k}, {1, 3, -2k}, {5, 1, -4k}};

Li near Sol ve[a, b]
{{1, 0, 0}, {0, O, k}, {0, 1, 0}}

Mat ri xFor m[A = Transpose[% ]

1 0 O
0 0 1
0 k O

Reduce[A. {x,y, z} == {0, 0, 0}, {X, y, z}]
k == 0&8X == 088z == 0| |X == 0&&y == 08&Z ==

I nverse[A]
{{1, 0, 0}, {o, 0, %} {0, 1, 0}}

Reduce[A. {X, Yy, z} == {6t, -5t, t}, {X, Yy, 2}]
k == 08&t == 08&x == 0&8z == 0| |Xx == 6t &8y == R&&z == -5t&8k +0

Li near Sol ve [A, 3I3dent ityMatrix[3]]
{30, 03, {0, 0, £} 10, 3 0}

Mat ri xFor m[%

3 0 O

3
0 0 K
0 3 0

Ei gensyst em[A] 1 1

{{r, vk, vk}, {11, 0, 03, {o, - 1}, {o, 7 1}}}
Ei gensystem[A/. k -» 0]

({0, 0, 13}, ({0, 1, 0}, {0, 0, O}, {1, 0,0}}}

1 00
)A=| 0 0 1|, keR.
0 k O
i) Sek =0: kerf = L(x), imf = £L(1,x);

sek £ 0: kerf = {o}, Imf = Ry[X].
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100
iii) k#0: At=| 0 0 1

010
iv) H = LX), f(H) = Lx,ke);
sek=0:dimf(H)=1,sek+ 0: dimf(H) = 2;

sek=0: f 1K) = kerf, sek # O: f‘1(7<)=£(6+ %X—5X2).

3 00
v) Esisteg solosek+ 0: M(g)=| 0 O E
0 3 0
1 0 0
vi) f @ semplicesolosk+0, A’=| 0 —vk 0 ]
0 0 vk

base di autovettori(l, - %(x + X2, %(x + xz).

(87]

a={{3,1,1, 03 {0,1,1,1}, {-2,0, -2, 1}, {4, -2, 1, 0}};
b=1{{4, 12, 3, 2}, {2, 6, 2, -1}, {-5, -15, -5, 0}, {8, 24, 0, 3}};

Li near Sol ve[a, b]
{{1, 3,0, 1}, {-1, -3, 1, 0}, {2,6, 2, -1}, {1, 3, -1, 0}}

Mat ri xFor m[m= Tr anspose[%] ]
1 -1 2 1
3 3 6 3
0o 1 2 -1
1 0 -1 0

Nul | Space[m]

{{0, 1,0, 1}}
1 1 2 1
3 3 6 3
MO=10o 1 2 -1
10 -1 0
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(88]

A={{0, 1,000, 03, {0,0,2, 0,0, 0}, {0,0,0,3,0, 0},
{0, 0, 0, 0, 4, 03, {0, 0,0, 0, 0, 5}, {0, 0,0,0,0, 0}};

Ei gensyst em[A]

({0, 0,0, 0,0, 0},
{{1, 0,000 03, {00000, 03} {000,000,
{0, 0, 0,0, 0, 0}, {0,0,0,0,0,0}, {0,0,0,0,0,0}}}

i) La linearita di d segue dalle propriatdi derivazione.

ii) M(d) =

[cNeoNoNoNeNe]
[cNoNoNoNel
QO OoOoONO
QOO wWwOoOo
OO PM~MOOO
el NoNoNeNe]

i) 22 =0, my, =6, Vi, = L(1); quindid nonée semplice.

(89]

a’={{1, 0,0, 0}, {0, 1,0, 0}, {0, 0, -1, 0}, {0, 0, 0, -1}};
p={{1,0,0, 0}, {1, 1,0, 0}, {0, 1, 1, 0}, {0, 0, 0, 1}};

a=p.a’.lnverse[pl]
{{1, 0,0, 0}, {0, 1, 0, 0}, {-2, 2, -1, 0}, {0, 0,0, -1}}

Nul | Space[a]
{}

Ei gensyst em[a]
{{-1, -1, 1, 1}, {{0,0,0,13}, {0,0,1,0}, {-1,0, 1,0}, {1, 1,0, 0}}}

D) Wo =L, X3, C=(1+xx+x2,%x,%%.

100 0 100 0
iy & =moety=| 0 5O O asmesn=| O 2 9 0
00 0 -1 0 0 0 -1

iv) ker f = {0}, iImf = R3[x]. iv) f(Wy) = f1 (W) =Wi. vi)Si
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[90]

A= {{2, 0, 0}, {-12, 8, 12}, {8, -4, -6}};

Nul | Space[A]
{{01 731 2}}

A {-3, 1, 0}

(-6, 44, -28)

A {0, -3, 1}

{0, -12, 6}

Reduce[A. {x1, x2, x3} == {-3a, a-3b, b}, {x1, x2, x3}1]

3b 1
78 == bax1 == -7 88X2 == oo (-19b -42x3)

Ei gensyst em[A]
{{0, 2, 2}, ({0, -3, 2}, (1,0, 1}, {1, 2,0}}}

i) kerf = £(=3x+ 2x?), imf = L£(1 - 6x+ 4x%,2x — X?).

i) f(W) = L(=3+22—14x%,-2x+ x3), W) = L(-6 - 19, —3x + 2x?).
i) S, B8=(-3x+23,1+x%1+2x).

[91]

A= {{1, 0, 3}, {0, 8, -6}, {-1, 0, -3}, {2, 1, h}};

Reduce[A. {x1, x2, x3} == {0, 0, 0, 0}, {x1, x2, x3}]
h ==488x1 == -3 x38&x2 == 2Xx3| | X1 == 0&&x2 == 0&&x3 == 0&& -4 +h £ 0

a=A.h-4;

a. {1, 0, -3}
{-8, 18, 8, -10}

a. {0, 1, -4}
{-12, 27, 12, -15}

Reducefa. {x1, x2, x3} == {0, | , m n}, {x1, x2, x3}1]
| == 3n&&m== 0&&x1 == -3 x3&8&X2 ==n + 2 x3

i)Seh=4: kerf = £L(-3+2x+x%), imf = £(1-x% + 23,3x+ x%);

seh# 4: kerf = {o}, iImf = £(1 - x% + 2x3,3x + x3,3 — 6x — 3x% + hx3).

i) f(W1) = L(—4+ X+ 4x2 —5x3), f(Wo) = L(=3+ 2X+ X%, X).
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[92]

A= {{0, 1, 1}, {1, 0, 1}, {1, 1, 0}, {1, 1, 1}};

Nul | Space[A]

{}

A {-2, 1, 0}

fil, =2, =i, =i}

A {0, -2, 1}

{-1,1, -2, -1}

Reduce[A. {x1, x2, x3} == {-3a, a-3b, b-3c, c}, {x1, x2, x3}]
2b==-2a-5c&8&x1 ==3a +Cc&_x2 ==% (-8a-13c)&8&x3 ::% (2a+13c)

i) kerf =o, imf = Lx+x2+ 33,1+ X2 +x3, 1+ x+x3).
i) F(H) = LA -2x=x2 =x3, -1+ x-2% = x3), 1K) = L(B3—4x+x%,2 - 13x+ 13%?).

(93]

A={{1, 0,0, 0}, {0, 0, 0, 0}, {0, 1, 1, 0}, {0, 0, O, 1}};

Nul | Space[A]
{{0, -1, 1, 0}}

Ei gensyst em[A]
{{0, 1, 1, 13}, ({0, -1, 1, 0}, {0, 0,0, 13, {0,0, 1,0}, {1,0,0,0}}}

S FH IR e

i) A= MBS (f) =

[oNeNeN o
[N NeNe)
Or OO
= O OO

i) ker f = £((0,-1,1,0)); imf = £((1,0,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0, 1)).

0000y (0 00 1)
. 0100 100 0
MSLD=1g 01 0Pl 1 01 0]

000 1 0 100
[94] i)

A={{2, 0, 0}, {0, 2, 0}, {-1, O, 3}};
B={{1, 0, 0}, {-2, 3, 0}, {-2, 0, 3}};

A.B-B A

{{0, 0, 03}, {0, 0, 0}, {0, 0, 0}}

Ei gensyst em[A]

{{2, 2, 3}, {{1,0, 13, {0, 1, 0}, {0,0, 1}}}

Ei gensyst em[B]
{{1, 3, 3}, {{1,1, 13, {0,0, 13, {0,1,0}}}
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$=(1,1,1),(0,1,0),(0,0,1)).

i)

A= {{3, -2, -2}, {0, 2, 0}, {O, -1, 1}};
B={{-2, 1, 1}, {0, O, 0}, {O, -1, -1}};

A.B-B. A
{{0, 0, 0}, {0, 0,0}, {0,0,0}}

Ei gensyst em[A]

{{1, 2, 33}, {{1,0, 13, {O, -1, 1}, {1, 0,0}}}
Ei gensyst em[B]

{{-2, -1, 0}, {{1, 0, 03, {2,0, 13}, {0, -1, 1}}}

B=((1,0,1),(0,-1,1),(1,0,0)).

ii)

= {{-66, 190, 68}, {-4, 13, 4}, {-53, 148, 55}};
= {{-30, 96, 32}, {-2, 8, 2}, {-25, 75, 27}};

A.B-B. A
{{0, 0, 0}, {0, 0,0}, {0,0,0}}

A
B

Ei gensyst em[A]

{{-1, 1, 2}, {{32, 2, 25}, {14, 1, 11}, {1, 0, 1}}}
Ei gensyst em[B]

{{1, 2, 2}, {{32, 2, 25}, {1, 0, 1}, {3,1,0}}}

B. {14, 1, 11}
(28, 2, 22}

B =(322,25),(14,1,11),(-1,0,-1)).

iv)

A={{1,0,2, 0}, {-24, 1, 48, 6}, {0, 0, 2, 0}, {8, 0, -16, -1}};
B={{-2, 0, 8,0}, {-12, 3, 24, 3}, {0, 0, 2, 0}, {-16, 0, 32, 2}};

A.B-B A

{{o, 0, 0, 03, {0, O, O, O}, {0, 0, 0, 0}, {0, 0,0, 0}}

Ei gensyst em[A]

{{-1, 1,1, 23}, {{0, -3,0,1}, {1,0,0, 4}, {0, 1,0,0}, {2,0,1,0}}}
Ei gensyst em[B]

{{-2, 2, 2,3}, {{1, 0,0, 4}, {0, -3,0, 1}, {2,0, 1, 0}, {0, 1,0,0}}}

$=(10,0,4),(0,1,0,0),(20,1,0),(0,-3,0,1)).
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v)

A= {{16, -16, 4, 16}, {0, 0, 0, 0}, {-48, 48, -12, -48}, {0, 0, 0, 0}}:

B={{-9, 12, -3, -12}, {3, -3, 1, 3}, {12, -12, 4, 12}, {9, -12, 3, 12}};
A.B-B. A
{{0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0, 0}, {0, O, O, O}, {0, 0, 0, 0}}

Ei gensyst em[A]

{{0, 0, 0, 4}, {{-1, 0,0, 1}, {-1,0, 4, 0}, {1, 1,0, 0}, {-1,0,3,0}}}
Ei gensyst em[B]

{{0, 0, 1, 3}, {{0, 1, 0,1}, {-1,0, 3,0}, {0, 1,40}, {-1,0,0,1}}}
A {0, 1, 4, 0}

{0, 0, 0, 0}

A {0, 1,0, 1}
{0, 0, 0, 0}

8=(0,14,0),(100,-1),(0,1,0,1),(1,0,-3,0)).

[95]

A= {{1, -1, 3}, {0, 1, 1}, {O, 3, -1}};

P =1nverse[A]

(w200, 0.3 3 0. 5 3))

Mat ri xFor m[Tr anspose [P] ]

1 0 0

o, 1 3
i 4

Lz 2

B={{1, -2, 3}, {1, -1, 1}, {2, -2, 7}};

Q= I nverselBl 12 2 1
{-vesh{rsshlogsl

Mat ri xFor m[Tr anspose [Q] ]

1 1 o0

g 1 2

5 &5 5
i) fi=x fo=-2x+ ‘—11y+ i—iz, fa =X+ %y— %z.
G 8,., 1, 2 1,, 2.1
i) fo=-x-y, fo=ex+3y- 5z f3=gx+ gy+ 5z

[96] i) f1, f2 sono forme lineari linearmente indipendenti (la verifica segue dalla loro definizione e dalle @ropriet”
del calcolo integrale).

i) Se p(x) = a+ bx, allora: fi(p(x) = a+ g, f2(p(x)) = 2a + 2b; quindi la base duale data dapi(x) =
2-2%, p2(¥) = —% + X.
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[97]

A={{1, 1/2, 1/3}, {0, 1, 2}, {1, 0, 0}};

Mat ri xFor m[l nver se[A]]

0 0 1
1

3 = -3

3 £ 03

2 4 2

i) f1, fo, f3 sono forme lineari linearmente indipendenti.

i) Se p(x) = a+ bx + cx?, allora: f1(p(x)) = a+ g + % f2(p(x)) = b+ 2c, fa3(p(x) = a.
La base duale data da;p1(x) = 3x — gxz, Po(X) = — %x+ %xz, pa(X) = 1 - 3x + gxz_

(98]

A= {{1, 0, 1}, {1, 2, 0}, {1, 3, 3}};
B={{4, 0, 1}, {3, 1, 0}, {1, 2, 1}};

P = Li near Sol ve [A, B]

31 1 4 5 4 2 3 1 3
= ssbl-2==kl-%==
leglri XFT m[Pi

5§ 4

77 7
X=6| nvgrsg[TragspzoseéA]] > 1 2
77z 31-7 73}
Y=1I nv:eLrs5e[Tra2nsplose[B]] 11 4
{s-3stls5sk{-53H
Q=2Li rlleaisowle[é Y]4 2 2 17
{s3stlsashisssh
In\éerie[il'rans osse[Pll] > 2 17
{53stlsashisssh
Matzri xlior m[](-g]
P o3
2 30
9 3 9
31 1 4
7 7 7
Pel 3
23 1 3
7 7 7
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2 1 1

9 3 09

i o-tl_| 1 5 _4a
i) Q=P t= s 3 9
.2 2 7

9 3 09

[99]

A={{1, 1, 0}, {0, 1, 1}};

Transpose[A]. {3, -1}
18, 2, =il

'F(f) =3x+2y -z

[100] i) ‘H = £((-2,1,0,0),(-3,0,1,0),(0,0,0,1)), K = L(a,b),
H+K=R* HNK = L(1,1,-1,-6)).

i) f =A%+ 20+ 3%, A%0.
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Capitolo 7

Soluzioni - Spazi vettoriali euclidel ed

her mitiani

(1]

A" = {{1, 0, 0}, {O, -1, O}, {0, O, -1}};
P={{-1, 1, 0}, {0, O, 1}, {1, 1, 0}};

Mat ri xFor mfA=P. A". | nverse[P]1]

0 0 -1
0 -1 0
-1 0 0
Det [A]
1

i) F=L@=(-101), F*+=Laz=(10,1),a3=(0,10).

i) Segue dalla definizione di isometria e dal fatto ahee ¥ eup € F+.

1 0 O
iii) Sia B’ = (a1, a»,a3), A =MZF(f) =[ 0 -1 0 |, A=MB8H)=
0 0 -1

detA = 1, quindi f & un’isometria diretta.

(2]

0
0
-1

0
-1
0

-1
0
0

P={{2, 1, 0}, {1, 0, 1}, {-1, 2, 1}};
A = {{-1, 0, 0}, {O, 1, 0}, {O, O, 1}};

Matri xForm[A=P. A". I nverse[P]]

| NW| =

(AJIHAJ\I\J(A”N

wII\J(AJ‘
W[ NW| FWI N

Transpose[A]. A
{{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 0, 1}}

i) F=L@ =21-1), F*+=Laz=(102),a3=(0,11)).

i) Segue dalla definizione di isometria e dal fatto ahee ¥ euy € F+.
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L2 2

3 3 3
-1 00

Sia® = (an,azaz), A=MTF(f)=| 0 1 0| A=MH=|-2 £ 3
0 01

2 1 2

3 3 3

i) f e f~1 sono isometrie quindif X(a)- f-X(b) =a-b = 2, If(b)ll = lIbll = /3.

[8] ) V- =Las=i-j-2k).

i) v = (12+ X2 + 2¢3)i + Xoj + X3k, X2, X3 € V3; I'insieme di tali vettori non costituisce un sottospazio vettoriale
di Vs.

i) a=2(2i+4-k + 3G-j-2K).

(4]

<<Li near Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*

m= {{0, 1, 0, 0}, {1, O, 1, 0}, {21, 0, O, 1}};
G anschm dt [m | nner Product » (#1. Conj ugat e[#2]&) ]

[(0,1,0, 0, {%, 0, % o). {F5. 0 -5, %}}
7{=£((o,1,o,0),(%,o,%,o),(%,o_%,%))_

(5]

a=(1,1, -1}; b={1, 1, 0}; c = {0, 1, -1};

RowReduce([{a, b, c}]
{{1, 0, 0}, {O, 1, O}, {0, O, 1}}

<<Linear Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*

A =G anSchm dt [{a, b, c}]

(CERIRC T BN
V' VB Bl e Ve N3l LT e

Transpose[A]. A

{{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0,0, 1}}

ii)c'=(a'=(%§,%,—%),b'=(%§’\/ig'%)’c'z("x/%’%'o))'
41 4
3 Ve 2

iv) A= % %3 % '
% ig 0

A € O(3) percte le sue colonne sono le componenti di una base ortonorm¥lg. di
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[6]
A=Nul | Space[{{1, 1, -2}, {2, -1, -1}}]
{{1, 1, 1}3

Nul | Space[A]
{{-1, 0,1}, {-1, 1, 0}}

B=Nul |l Space[{{-1, 1, -1}}]
{{-1,0, 1}, {1,1, 0}}

Nul | Space[B]
{{1, -1, 1}}

RowReduce[{{1, 2, 1}, {3, 1, 2}, {1, 1, 2}}]
{{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 0, 1}}
Li near Sol ve[{{1, 2, 1}, {3, 1, 2}, {1, 1, 2}},
{a {1, 1, 1}, b{-1, 0, 1} +c{-1, 1, 0}, d{1, -1, 1}}1
1 c+d b-d
(R
(4a-c+d), £ (4a-b-d) |,
1 (-2a-b-5d)]]

1
~ (4a+b+c-d),
{‘f

1
6
{6 (-=2a+b+c+5d),

(-2a-c-5d),

[N

Mat ri xFor m[Tr anspose [%] ]

1(b c-d) %(4a+b+C—d) %(—2a+b+c+5d)
c-d %(4a—c+d) %(—Za—c—Sd)
b—d
— 6(4afbfd) 6(72a7b+5d)

) U=Lvi=(,11),U" = Lv2=(-1,0,1),vs=(-1,1,0));
V=L(-1,0,1,(1,1,0), V"= L(va=(1-11);

={f e EndR®/ f(1,2,1) = avy, f(3,1,2) = bv, + cvs, f(1,1,2) = dva, a,b,c,de R}, dimA = 4.

(7]

<< Li near Al gebra‘ Ot hogonal i zat i on*

al=1{1, -2,1, 3}; a2= {2, 1, -3, 1};
al. a2
0

G anschm dt [{al, a2, {0, O, 1, 0}, {0, O, O, 1}}, Nornul i zed - Fal se]
111 11 1
{218 @21 -81.{3 3 350 {-3 303}

omel3 503203

(8]

A= {{1, 41}, {4l, 3}};

Ei genval ues [A]

{Zfim, 2+jm/E}

i) Si dimostra che gli autovalori di una matrice simmetrica reale e quelli di una matrice hermitiana sono reali. Il
teoremae falso (come afferma il controesempio considerato) nel caso di matrici simmetriche complesse.
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(9]

113

A= {{1, 3}, {0, -1}}; X= {{x1, x2}, {x3, x4}};
Sol velA X==X Al

Solve ::” svar 32 Equations nay not give solutions for all solve vari abl es.
X
{{xa-0,x1- +xal}}

a=Tr [Transpose[X]. {{2, 3}, {0, 0}}1;

b =Tr [Transpose[X]];:
Solve[{a==0, b==0}]

Solve ::”" svar s”2: quuati ons may not give solutions for all solve variabl es.
X
Hxl - -X4, X2 > T}}

w3 )3 2 wel(3 35 8)

(10]

<<Li near Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*

m= {{-1, 0, 2, 0}, {0, 1, O, O}, {0, O, O, 1}};
G anschm dt [m | nner Product » (#1. Conj ugat e[#2]&) ]

H,% 0, % 0}, (0,1,0,0}, (0,0,0, 1}}

i) ‘H=£((—L\/—5,O, %,O),(o,1,0,0),(0,0,0,1)).

i) Per esempioX = {(X1, X2, X3, Xa) € R/ X1 = X2 = X3 — X4 = O};
H- = {(X11X21X31X4) S |R4/X]_ =X =Xg4 = O}

[11]

m= {{3, 0, 4}, {1, 2, 0}, {2, -2, 4}, {4, 2, 4}};:
b = RowReduce [m]

{{1, 0, %} {o, 1, %} {0, 0, 0}, {0, 0, 0}}

<<Linear Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*
Gr%nSchT dt[{b8[[1]],5b[[2]]}]

{{g’ 2 3}’ {51/29’ 29’ 54/2 }}
A=GanSchmidt [{%[[1]], % [2]], {0, O, 1}}]

a1
ﬁm
©

for

]
3 4 8 5 4 3
s s o v sy U v v 7))

Mat ri xFor m[Tr anspose [A] ]

8 4
5 529 29
R ]
/29 /29
4 6 3
5 5429 /29

A. Transpose[A]
{{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 0, 1}}

) 8=((5.0.5) (05 Vo5
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0 e=((503) (57 7 wm) vE v Ve
S owm Ve

i) A=| O ‘/%) \/%9 e la matrice del cambiamento di base@a D;

_6 5
5  5y29 V29

A = A1 & la matrice del cambiamento di base®iaa C.

2 (35900 (- o VE) (-l 2 1)

[13] i) La sommaR(A) + C(A) e diretta, quindi la loro interseziome{o};
i) CAA* = £((3,-2,1,0),(-4,1,0,1)).

[14]

<<Linear Al gebra‘ Ot hogonal i zat i on‘

GranSchmdt[{{Z -1, 0, 1}, {2, -1, 1, 0} }1]

ﬁ %% ( J:%
ii) (LIL—L(( % \/— \/5) (‘/ts V66’ ity %3))'

[15]

»_v_»

[y

<<Linear Al gebra‘ Ot hogonal i zat i on‘

G anSchm dt [{{1, 1, 1}, {-1, 1, 0}, {-1, O, 1}}]

1 1 1 1 1 1 1
(eatleerdiesw

(55 )
[16] i) S

i) AL = {(X1,X2,X3,%4,X5) € R¥/ X1 — X2 = X4 = X5 = 0} =£((%, %,0,0,0),(0,0,l,0,0)).

N

[17]

<<Li near Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*

GranSchm'dt[{{l 0, 1}, {0, 1, 13}, {2, 1, 2}}]

(B ff IETE
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(18]

115

<<Li near Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*

G anSchmi dt [{{-1, 1, 0}, {1, 0, 1}}]

e o e e 1)

|-
o

EETEww)

[19]

<<Li near Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*

m= {{1, 0, 1, -1}, {1, -1, 0, 0}, {0, O, 1, 1}};

RowReduce [m]
{{1, 0, 0, -23, {0, 1, 0, -2}, {0,0, 1, 1}}

G anSchm dt [m]

o
al-®
| 8-

) (u—a,o,%, %»(

[20]

<<Li near Al gebra‘ Ot hogonal i zat i on*

Mat ri xFor m[
GranBchni dt [{{0, Sqrt [21/2, -Sqrt [21/2}, {1, 0, 0}, {0, 0, 1}}11
1 1
0o - -
V2 A2
0 0
T
V2 W2
0 2 _\?
2 2
Per esempioA=| 1 0
0 2 2
2 2
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Soluzioni - Forme quadratiche

(1]

<<Li near Al gebra‘’ Ort hogonal i zati on*

GranSchmi dt [{{2, 1, 0}, {-1, O, 1}, {1, -2, 1}}]

(5 %o -2 2 (3 1)

i) Il fatto che Q sia una forma quadratica segue dalle proprid! prodotto scalare e delle applicazioni lineari;
dalla definizione si ha che la segnaterg, 0).

i) Una base richiesta B = ((% %O)(—ﬁ\/%@)(%—@ %))
(2]

A={{0, 1, 1}, {1, 0, 1}, {1, 1, 0}};

B = Ei gensyst em[A]
{{-1, -1, 23, {{-1,0, 1}, {-1,1,03, {1,1,1}}}

<<Li near Al gebra‘’ Ort hogonal i zati on*
GranSchmi dt [B[[2]11]]

1 1 1 2 1 1 1 1
(-0 b (5 ) (s )

Segnatura(l, 2); base ortonormale:

1 1

(0 B 5B 3) 5 5 3)
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(3]

117

<<Li near Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*

A={{2, 1, 0, 0}, {1, 2, 0, 0}, {O, O, 2, -1}, {O, O, -1, 2}};
B = Ei gensyst em[A]
{{1, 1, 3, 3}, {{0,0,1,1}, {-1,12,0,0}, {0,0, -1, 1}, (1,1, 0,0}}}
G anSchmi dt [B[[2]]1, | nner Product -
(2 #1 [[111#2[[11] +2#L [[2]1#2[[2]]1 +2#1 [[3]11#2[[3]11+
2H#L [[41]1#2[[41]1 +2#1 [[11]1 #2[[2]11-2#1 [[3]]1 #2[[411&)1
1 1 1 1
0,0, —, —¢t, i -—, —, 0,04,
{{ ﬁlﬁ} {1ﬁ 7 00
{o. 0, T 0}, {ﬁ' 0,0, 0}}
X = {x1, x2, X3, x4};

Sol ve[{X. A Transpose[{{1, 0, -1, 2}}] ==0,
X. A Transpose[{{0, 1, 2, 1}}]1 ==0}, {x1, x2, x3, x4}1]

3 3 73 T3
Det [{{1, O, -1, 2}, {O, 1, 2, 1},
{11/3, -10/3, 1, 0}, {-10/3, 5/3, 0, 1}}1
124
3

{{X1_>11X3_10X4 «2 10 x3 5X4}}

Solve ::”” svar s’ : Equati ons may not give solutions for all solve variabl es.

i) Segnaturai4,0).

05003 ) (- %09 0039 (3.000).
ii) 7= £(1,0,-1,2),0,2,2,1), 7+ = £((§,-4¥,1,0),(-¥. §.01)).

(4]

P={{1,0,0, 1} {0, 1,0, 0}, {0,0,1, 0}, {1, 0,0, -1}};

Mat ri xFor m[Tr anspose [P]. P]

i) SeA:( X% ) B:( iy ) allora: ¢(A B) = 3.4, xyi.
3 3 4

X3 Xa Y3 Y.

— 1 0 0 1 00 e 10
vr=ef(o S0 o3 0) =<5 7))
2 000
S 0 1 00
iii) La matrice richiestae! 00 1 0

0 0 0 2
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(5]

Reduce[{all +2al2 + 2al3 + 2a23 + a22 + a33 ==1,

all +a22 +2al2 ==1,

all+a33-2al3==1,

all+2al2+a22+al3+a23==0,

-all-al2+a23+a33==0,

-all+al3-al2+a23 ==0}, {all, al2, al3, a22, a23, a33}]
all == 3&8al12 == -4&8al13 == 2&8a22 == 6&&a23 == -3&8a33 ==

A= {{3, -4, 2}, {-4, 6, -3}, {2, -3, 2}}; X = {x1, x2, x3};

Sol ve[{X. A. Transpose[{{1, 0, -1}}]1 ==0,
X. A. Transpose[{{0, 1, 0}}] == 0}, {x1, x2, x3}1

Solve ::” svars’ : E%uati ons may not give solutions for all solve variables.
3x3 3x
Hxl > ——, X2 > —}}

2 2
Sqrt [{1, 1, -1}. A Transpose[{{1, 1, -1}}1]
{v8}
3 -4 2
)A=| -4 6 -3 |
2 -3 2

iy 74 = £((3.3.1)).
iii) llall = V5.
(6]

<< Li near Al gebra‘ Ot hogonal i zat i on*

A={{2, 0, -1}, {0, 2, 0}, {-1, 0, 2}};
B = Ei gensyst em[A]
{{1, 2, 33}, {{1,0, 13, {0, 1, 0}, {-1,0, 1}}}

GrantSchm dt [B[[2]11,
I nnerProduct » (2 #1 [[111#2[[1]1] +2#1 [[2]1]#2[[2]1]+
2#1 [[31]1#2[[31]1- #1 [[11] #2[[31]1 - #1 [[31] #2[[111&)]1

o shlo ol (5o &l

8= (5.0 38) 0.9 Fs0. )

i) f eun’isometria.

iii) 11f-2(a)ll = llall = 2v2, cos(f(a)f(b)) = cos(ab) = %.
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[7]

119

<<Li near Al gebra‘ Ot hogonal i zat i on*

A={{3, 0, 1}, {0, 4, 0}, {1, 0, 3}};

B = Ei gensyst em[A]

{{2, 4, 4}, {{-1,0, 1}, {1,0, 1}, {0, 1, 0}}}
G anfSchmi dt [B[[2]],

I nner Product -» (3 #1 [[11]1#2[[1]] +4#1 [[2]]1#2[[2]]+
SHL[[311#2[[311+ #L [[11]1 #2[[3]]1 + #1 [[3]1]1 #2[[1]11&)1]

{{-202) {570 58 o 2 o))

)8=(-2.03) (720 23) - (029
ii) f noné un’isometria; cosf@f\(b)) =

8
5V3"

(8]

A={{1, 1, 1}, {1, 1, 1}, {1, 1, 1}};

Ei gensyst em[A]
{{0, 0, 3}, {{-1,0, 1}, {-1,1, 0}, {1, 1, 1}}}

1 -1 1
hB=| 0 1 1
1 0 1

i) Segnaturai(l,0).

(9]

A={{1, 3,4, -1,2} {3,0,0,7, -1},
{4,0,0,0, 0}, {-1,7,0,2, -1}, {2, -1, 0, -1, 3}};

Char act eri sti cPol ynomi al [A, x]
2160 - 649 x - 366 x2 + 70 x3 + 6 x* - x5

Segnatura(3, 2).

(10]

A= {{3, -1, -1}, {-1, 3, -1}, {-1, -1, 3}};
B = Ei gensyst em[A]
({1, 4, 4}, {{1,1, 13, {-1,0, 1}, {-1,1,0}}}

<<Linear Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*

Root Reduce [GranSchm dt [B[[2]], | nner Product -
(B3HLILIT1#2[[11] +3#1 [[211#2[[2]1]1 +3#1 [[311#2[[3]11-
2#1 [[11] #2[[21]1 -2#1 [[2]1]1 #2[[3]11-2#1 [[11] #2[[311&)11

1 1

1
H? V3 ﬁ} 15 W
193
{ 2\/32430 16215 /32430 }}

i) Segnatura(3,0).
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= (( Vi Ve va) (_ 2 Vi ﬁ)) ’ (_ s IV Tozzs - 2«/372430))'

[11]

A={{1,0, -1, -2}, {0, 4, 2, 0}, {-1, 2, 11, 8}, {-2, 0, 8, 24}};S

Characteri sticPol ynom al [A, x]
576 - 984 x + 370x% - 40x°3 + x*

Si tratta di un prodotto scalare.

[12]

A={{1,0,1}, {2, h+1, 1}, {-h"2-2h, h+1, -1}};
X={x,y,z};B={0, 1, h+1};

Reduce[A. X==B, {X, Y, z}]

h::O&&y::lfx&&zzzfox::i&&
3+h 172-h
y == T h (2+h>&&z::2+h&&h¢0&&1+h¢0&&2+h¢0
Al =A/.h-0;
Mat ri xFor m[c = Transpose[Al]. Al]
5 2 3
2 2 0
3 0 3

Ei genval ues[c]

{0,5-v7, 5+V7}
A2 =A/.h->1;
<<Li near Al gebra‘’ Ort hogonal i zati on*

G anfschmi dt [A2]

1 1 1 242 1
Uz omhilzz 5 370 -

i)Seh=0:x=t,y=1-t,z=-t, teR;

w| N
W[
W N
i
—

seh = -2 e seh = —1: non esistono soluzioni;

Ly 1 _ 3+h _ 1
sehé€{-2,-1,0}: Xx= 53.Y= @hem 2= 2:h-

i) Q(x) = 5XI + XX + BX1Xs + 266 + 3%5; Q%) = (5— VX2 + (5+ VI(X3)2.

i R0 = £((5.0.35)- (37 52505 )- (-3 3. 3))
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Al = {{2, 1,0, 0}, {1, 2, 0, 0}, {0, O, 2, 1}, {0, O, 1, 2}};

Ei genval ues[Al]
{1, 1, 3, 3}

A2 = {{2, -1, 0, 0}, {-1, -2, 0, 0}, {0, O, 2, -1}, {0, O, -1, -2}};

Ei genval ues[A2]

[~ V5, V5, V5, ¥5)
A3 = {{1, -2, -1, 0}, {-2, 0, O, 0}, {-1, O, 4, 2}, {0, 0, 2, 0}};
B = Ei genval ues [A3]

{5,@,5 51 5v18 5 13 1 [51 5413
4 4 2\ 2 2 ‘4 4 2\ 2 2’
5,v18 1 [51 5vI38 5 13 1 51+5m}
4" 4 2V 2 2 "4 4 "2V 2 2

<< Al gebra‘ Al gebrai cl nequal ities’

Sem al gebr ai cConmponent s[{B[[1]] >0}]
Sem al gebr ai cConponent s [ {Fal se}]

Sem al gebr ai cConmponent s[{B[[2]] >0}]
Sem al gebr ai cConponent s[{True}]

Sem al gebr ai cConmponent s[{B[[3]] >0}]
Sem al gebr ai cConponent s [ {Fal se}]

Sem al gebr ai cConmponent s[{B[[4]] >0}]
Sem al gebr ai cConponent s[{True}]

Ad={{3, -1, 0,0}, {-1, 3,0, 0}, {0, O, 4, 1}, {0, 0, 1, -4}};

Ei genval ues[A4]

{2,4, V17, 17}

Segnatura dQ;: (4,0);
segnatura dQ;: (2,2);
segnatura dQs: (2,2);
segnatura dQs: (3,1).

[14]

<<Li near Al gebra‘’ Ort hogonal i zati on*
A={{2, 1, -1}, {1, 1, 1}, {-1, 1, 5}};

B=FullSinplify[Ei gensystem[A]]
{{o, 4-+2, 4+v5},
{{2, -3, 13, {4+3V§, 34242, 1}, {473ﬁ, 3-2+/2, 1}}}

Ful | Si npl i fy[G anSchm dt [B[[2]]]]
Hﬁ = 1}
/i 7,L}
14 28 14[ 1420
9
53 — —
\l14 \/7 14[ 4@”
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Segnatura(2, 0); base ortonormale:

B =

S N

[15]

(% ﬂﬂ)[‘/m\/% 14\/—\/__—

J

<<Li near Al gebra‘’ Ort hogonal i zati on*
A={{2, 0, 2}, {0, 1, 0}, {2, 0, -1}};

B = Ei gensyst em[A]
{{-2, 1, 33, {{-1, 0, 2}, (O, 1, 0}, {2,0, 1}}}

G antchmi dt [B[[2]]1]

0 2}{010}{

&% 2

1
= % &l

i) Segnatura(2,1).
ii) Forma canonicaQ(x) = —2(X1)? + (x2)? + 3(X3);
base ortonormales = ((—%5 7—) (0,1,0), (\/Zg 0, \/1—))

[16]

<<Li near Al gebra‘’ Ort hogonal i zati on*
A={{1, -4,3,0}, {-4,1,0, 0}, {3,0,1, 0}, {0,0,0, 1}};

B = Ei gensyst em[A]
{{-4,1,1, 6},
{{-5 -4,3,0} {0,0,0, 1}, {0, 3, 4,0}, {5 -4,3,0}}}

G anSchni dt [B[[2]]]
1 2/2 3

{{-ﬁ, 5 5 0}, (0, 0,0, 1},
7
& & 5 o = -5 =0

Forma canonicaQ(x) = —4(x1)2 + (X2)2 + (3)2 + 6(2);

base ortonormale:

8=((-F-22 25.0).0001,(0.2{,0).(F. -2

Vv2' 5 52

[17]

<<Li near Al gebra‘’ Ort hogonal i zati on*
A= {{5, 1, 3}, {1, 5, 3}, {3, 3, 3}};

Ei genval ues [A]
{0, 4, 9}

Segnatura(2, 0); forma canonicaQ(x) = 4(x2)? + 9(x3)?.
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<<Linear Al gebra‘ Ort hogonal i zat i on*
A={{1, -1, 0, 0}, {-1, 2, -1, 0}, {O, -1, 1, 0}, {0, 0, O, 1}};

B = Ei gensyst em[A]
{{0,1, 1, 3}, {{1, 1,10}, {0,0,0,1}, {-1,0,12, 0}, {1, -2,1,0}}}
GranSchmi dt [B[[2]11]]

101 , {0, 0,0, 13,

%=
1 1 1 2 1
(30 20} (& 2 & o)

i) Segnatura(3, 0); forma normaleQ(x) = (x1)? + (X2)? + (X3)?.
ii) Forma canonicaQ(x) = (x2)% + (X3)? + 3(X4)?;

base ortonormale:

5-(1d5 % .90000 450 50 (d5-vE 4.

[19]

<<Li near Al gebra‘’ Ort hogonal i zati on*
A={{1, 0,0, 0}, {0, 1, -1, 0}, {0, -1, 1, 0}, {0, 0, O, 1}};

B = Ei gensyst em[A]
{{0, 1, 1, 23, {{0, 1, 1, O}, {0, O, O, 1}, {1, 0,0, O}, {0, -1, 1, 0} }}

G antchmi dt [B[[2]1]

{{o, % = o}, (0, 0,0, 1}, {1, 0, 0, 0}, {o, -%, % o}}

i) Segnatura(3, 0); forma normaleQ(x) = (x1)? + (X2)? + (X3)?.
ii) Forma canonicaQ(x) = (X2)? + (X3)? + 2(x1)?;

base ortonormales = ((o, \/iz % : o) ,(0,0,0,1),(1,0,0,0), (o, -1 % , o)).
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